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#3
1—15 ìàÿ 2006 ã.

C 21 ïî 26 àïðåëÿ â äðåâíåì Ïñêîâå ïðîøåë ïÿ-

òûé çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï XXXII Âñåðîññèéñêîé

îëèìïèàäû øêîëüíèêîâ ïî ìàòåìàòèêå. Â Ïñêîâ ñúå-

õàëèñü áîëåå 200 ïîáåäèòåëåé è ïðèçåðîâ ôåäåðàëü-

íîãî îêðóæíîãî ýòàïà èç 44 ðåãèîíîâ Ðîññèè. Ïî òðà-

äèöèè â îëèìïèàäå ïðèíÿëè òàêæå ó÷àñòèå êîìàíäû

Êèòàÿ è Áîëãàðèè.

Íà îòêðûòèè îëèìïèàäû ó÷àñòíèêîâ ïðèâåòñòâî-

âàëè ïðåäñòàâèòåëè ñîáðàíèÿ è àäìèíèñòðàöèè Ïñêîâ-

ñêîé îáëàñòè, ó÷àùèåñÿ ã. Ïñêîâà. Îò èìåíè æþðè

ó÷àñòíèêîâ íàïóòñòâîâàë ïðåäñåäàòåëü æþðè äîöåíò

ÌÔÒÈ Í.Õ. Àãàõàíîâ. Îí âûðàçèë íàäåæäó, ÷òî çà-

äà÷è îêàæóòñÿ áîëüøèíñòâó èç íèõ «ïî çóáàì», è ïî-

îáåùàë ðåáÿòàì ñóäèòü æåñòêî è áåñïðèñòðàñòíî.

Âñåðîññèéñêàÿ îëèìïèàäà–2006

×èòàéòå â ¹10 è ¹11

ãàçåòû «Ìàòåìàòèêà»:

Ëåòíèé

òåìàòè÷åñêèé íîìåð .............. ¹10

Âñòóïèòåëüíûå ýêçàìåíû

â ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà:

Â. Àëåêñååâ, À. Áåãóíö,

Â. Ãàëêèí, Â. Ïàíôåðîâ,

È. Ñåðãååâ, Â. Òàðàñîâ

Êîíêóðñíàÿ ãåîìåòðèÿ

â ÌÃÓ â 2005 ã.

Ã. Ôàëèí, À. Ôàëèí

Ñëîæíûå çàäà÷è âñòóïèòåëüíûõ

ýêçàìåíîâ â ÌÃÓ

Ëåòíèé

òåìàòè÷åñêèé íîìåð ................ ¹11

Òåìàòè÷åñêèå ïëàíèðîâàíèÿ

è êîíòðîëüíûå ðàáîòû:

Í.ß. Âèëåíêèí è äð.

Ìàòåìàòèêà, 5-6 êëàññû

Ã.Â. Äîðîôååâ è äð.

Ìàòåìàòèêà, 5-6 êëàññû

Ñ.Ì. Íèêîëüñêèé è äð.

Àðèôìåòèêà, 5-6 êëàññû

Þ.Í. Ìàêàðû÷åâ è äð.

Àëãåáðà, 7-9 êëàññû

Ðåïîðòàæ

Âñåðîññèéñêàÿ

îëèìïèàäà-2006 .......................... 1–2

Ïîáåäèòåëè è ïðèçåðû

XXXII Âñåðîññèéñêîé

îëèìïèàäû øêîëüíèêîâ

ïî ìàòåìàòèêå ............................. 3–4

Îôèöèàëüíûå äîêóìåíòû

Ýêçàìåíàöèîííûå ðàáîòû

äëÿ ïðîâåäåíèÿ ïèñüìåííîãî

ýêçàìåíà ïî àëãåáðå

è íà÷àëàì àíàëèçà

çà êóðñ ñðåäíåé

(ïîëíîé) øêîëû

â 2005/06 ó÷åáíîì ãîäó ............ 5–6

Ëåêòîðèé

Þ. Ñîëîâüåâ

Íåðàâåíñòâà ................................ 7–14

Çàäà÷à íîìåðà

Í. Íåòðóñîâà

Ïðî êàëåíäàðü è òðåóãîëüíèêè .... 15

Â ÝÒÎÌ ÂÛÏÓÑÊÅ

ÂÍÈÌÀÍÈÅ, ÀÍÎÍÑ!
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Íåëüçÿ íå îòìåòèòü, ÷òî æþðè â ýòîì ãîäó çíà÷è-

òåëüíî ïîìîëîäåëî — â íåãî âîøëè ñåìü ñòóäåíòîâ

ìåõìàòà ÌÃÓ è ÌÔÒÈ. Îíè ïîëó÷èëè ýòî ïðàâî, ïðè-

íÿâ àêòèâíîå ó÷àñòèå â ïîäãîòîâêå çàäà÷ îëèìïèàäû.

Âñå îíè ñàìè â íåäàâíåì ïðîøëîì ïîáåæäàëè íà âñå-

ðîññèéñêèõ è ìåæäóíàðîäíûõ îëèìïèàäàõ. Ïðèÿò-

íî, ÷òî ðåáÿòà ïðîäîëæàþò æèòü â îëèìïèàäíîì äâè-

æåíèè óæå â íîâîì êà÷åñòâå. Ýòî ëèøíèé ðàç îïðî-

âåðãàåò ðàñõîæåå ìíåíèå, ÷òî â îëèìïèàäàõ ó÷àñòâó-

þò ëèøü ðàäè ïðåèìóùåñòâ ïðè ïîñòóïëåíèè â âóç.

Îñíîâíîå áðåìÿ îðãàíèçàöèîííûõ çàáîò, ñâÿçàí-

íûõ ñ ïðîâåäåíèåì îëèìïèàäû, ïðèíÿëè íà ñåáÿ

Ïñêîâñêèé îáëàñòíîé öåíòð ðàçâèòèÿ îäàðåííûõ äå-

òåé è þíîøåñòâà (ðóêîâîäèòåëü — Þ.Ì. Ãóëèí) è

Ïñêîâñêèé ïåäàãîãè÷åñêèé êîìïëåêñ. Îëèìïèàäà

áûëà îðãàíèçîâàíà íà õîðîøåì óðîâíå, îñîáàÿ áëàãî-

äàðíîñòü — çà èíòåðåñíóþ ýêñêóðñèîííóþ ïðîãðàì-

ìó.

Êàêîâû æå ñàìûå ÿðêèå âïå÷àòëåíèÿ ïðåäñåäàòå-

ëÿ æþðè?

— Ýòî ïîáåäà À. Ìàãàçèíîâà ïî 11-ì êëàññàì,

ñ àáñîëþòíûì ðåçóëüòàòîì 56 áàëëîâ è îòðûâîì â 14

áàëëîâ îò ñëåäóþùèõ ó÷àñòíèêîâ; ïîáåäà ñ àáñîëþòíûì

ðåçóëüòàòîì ïî 10-ì êëàññàì Èëþõèíîé Ìàðèè (ôîòî

ñïðàâà ââåðõó) è Èâàíà Ìèòðîôàíîâà è, êîíå÷íî, äèï-

ëîì âòîðîé ñòåïåíè ïî 10-ì êëàññàì Âèêòîðà Îìåëüÿ-

íåíêî èç ã. Áåëãîðîäà — ó÷åíèêà 7-ãî (!) êëàññà.

Ïî ðåøåíèþ æþðè íà ìåæäóíàðîäíîé îëèìïèàäå

øêîëüíèêîâ, êîòîðàÿ ñîñòîèòñÿ â èþëå, íàøó ñòðàíó

áóäóò ïðåäñòàâëÿòü: çîëîòîé ìåäàëèñò ïðîøëîãîäíåé

ìåæäóíàðîäíîé îëèìïèàäû À. Ìàãàçèíîâ (ïîäãîòîâ-

ëåí Â. Äîëüíèêîâûì), åå ñåðåáðÿíûé ïðèçåð À. Êà-

òûøåâ, Ï. Çàòèöêèé, À. Ãëàçìàí, Ò. Îáðàçöîâ (âñå

ïîäãîòîâëåíû Ä. Êàðïîâûì) è Ð. Äåâÿòîâ (ïîäãîòîâ-

ëåí Ã. Êîíäàêîâûì è Å. Èâàíîâîé).

Æäåì õîðîøèõ ðåçóëüòàòîâ!

Ë. Ðîñëîâà
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11 êëàññ

Äèïëîì I ñòåïåíè

1. Ìàãàçèíîâ Àëåêñàíäð, ã. ßðîñëàâëü, ÑÎØ ¹ 33

èì. Ê. Ìàðêñà.

2. Çàòèöêèé Ïàâåë, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, ôèçèêî-ìà-

òåìàòè÷åñêèé ëèöåé ¹ 239.

3. Ãëàçìàí Àëåêñàíäð, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, ôèçèêî-

ìàòåìàòè÷åñêèé ëèöåé ¹ 239.

4. Äåâÿòîâ Ðîñòèâëàâ, Ìîñêâà, ëèöåé «Âòîðàÿ

øêîëà».

5. Îáðàçöîâ Òèìîôåé, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, ôèçèêî-

ìàòåìàòè÷åñêèé ëèöåé ¹ 239.

Äèïëîì II ñòåïåíè

1. Êðàñèëüíèêîâ Àëåêñàíäð, ã. Óëüÿíîâñê, ãèìíà-

çèÿ ¹ 79.

2. Êàòûøåâ Àëåêñåé, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, ôèçèêî-

ìàòåìàòè÷åñêèé ëèöåé ¹ 239.

3. Áàðàíîâ Äìèòðèé, Ìîñêîâñêàÿ îáë., ã. Æóêîâ-

ñêèé, ãèìíàçèÿ ¹ 1.

4. Åñèí Àëåêñåé, Êðàñíîäàðñêèé êðàé, ñò. Ñòàðî-

íèæåñòåáëèåâñêàÿ, ÑÎØ ¹ 55.

5. Ãóñàðîâ Åâãåíèé, ã. ßðîñëàâëü, ãèìíàçèÿ ¹ 5.

6. Õðèñòîôîðîâ Ìèõàèë, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, ôèçè-

êî-ìàòåìàòè÷åñêèé ëèöåé ¹ 239.

7. Äðóæèíèí Àíäðåé, ã. Èðêóòñê, ëèöåé ¹ 2.

Äèïëîì III ñòåïåíè

1. Åðåìèí Àëåêñåé, ã. Êðàñíîäàð, ÑÎØ ¹ 47.

2. Êîçà÷îê Ìàðèíà, Ìîñêîâñêàÿ îáë., ïîñ. Äîëãîå,

ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêàÿ øêîëà ¹ 5.

3. Ïðàñîëîâ Ìàêñèì, ã. Íîâîñèáèðñê, ãèìíà-

çèÿ ¹ 1.

4. ×åðíîâ Âàäèì, ã. ×åëÿáèíñê, ëèöåé ¹ 31.

5. Ñèòíèêîâ Àëåêñàíäð, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, ôèçè-

êî-ìàòåìàòè÷åñêèé ëèöåé ¹ 239.

6. Ùè÷êî Àíòîí, ã. ×åëÿáèíñê, ëèöåé ¹ 31.

7. Ñòîëÿðîâ Äìèòðèé, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, ôèçèêî-

ìàòåìàòè÷åñêèé ëèöåé ¹ 239.

8. Èâàíîâ Ãðèãîðèé, ßðîñëàâñêàÿ îáë., ã. Ðûáèíñê,

ëèöåé ¹ 2.

9. Êóïðèí Ñåðãåé, ã. ×åëÿáèíñê, ëèöåé ¹ 31.

10. Ìóçû÷êà Ñòåïàí, Ìîñêîâñêàÿ îáë., ã. Æóêîâ-

ñêèé, øêîëà ¹ 8.

11. Ïå÷åíêèí Íèêîëàé, Ìîñêâà, ÑÎØ ¹ 192.

12. Áóôåòîâ Àëåêñåé, Ìîñêâà, ëèöåé «Âòîðàÿ

øêîëà».

13. Áÿêîâ Ëåîíèä, Ñâåðäëîâñêàÿ îáë., ã. Íèæíèé

Òàãèë, ïîëèòåõíè÷åñêàÿ ãèìíàçèÿ.

14. Ñìîòðîâ Äìèòðèé, ã. ×åëÿáèíñê, ëèöåé ¹ 31.

Ïîáåäèòåëè è ïðèçåðû XXXII Âñåðîññèéñêîé
îëèìïèàäû øêîëüíèêîâ ïî ìàòåìàòèêå

15. Ðÿá÷åíêî Àëåêñàíäð, ã. Íîâîñèáèðñê, ñïåöèà-

ëèçèðîâàííûé íàó÷íî-ó÷åáíûé öåíòð ÍÃÓ.

16. Òðèôîíîâ Èâàí, Èðêóòñêàÿ îáë., ã. Àíãàðñê,

ÑÎØ ¹ 10.

10 êëàññ

Äèïëîì I ñòåïåíè

1. Èëþõèíà Ìàðèÿ, Ìîñêâà, ëèöåé «Âòîðàÿ øêî-

ëà».

2. Ìèòðîôàíîâ Èâàí, Ìîñêîâñêàÿ îáë, ã. Êîëîì-

íà, ãèìíàçèÿ ¹ 2.

3. Àðóòþíîâ Âëàäèìèð, Ìîñêâà, «Ìîñêîâñêàÿ ãèì-

íàçèÿ íà Þãî-Çàïàäå» ¹ 1543.

4. Ñàôèí Ñòàíèñëàâ, ã. Êðàñíîäàð, ëèöåé

«ÈÑÒÝÊ».

5. Ìàòâååâ Êîíñòàíòèí, ã. Îìñê, ëèöåé ¹ 66.

6. Øìàðîâ Âëàäèìèð, Íèæåãîðîäñêàÿ îáë., ã. Ñà-

ðîâ, ëèöåé ¹ 15.

Äèïëîì II ñòåïåíè

1. Âîðîáüåâ Ñåðãåé, ã. Êèðîâ, «Êèðîâñêèé ôèçè-

êî-ìàòåìàòè÷åñêèé ëèöåé».

2. Ìèõàéëîâñêèé Íèêèòà, ã. ×åëÿáèíñê, ëèöåé

¹ 31.

3. Ëèøàíñêèé Àíäðåé, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, ôèçèêî-

ìàòåìàòè÷åñêèé ëèöåé ¹ 239.

4. ßðóøèí Äìèòðèé, ã. ×åëÿáèíñê, ëèöåé ¹ 31.

5. Ëûñîâ Ìèõàèë, Ìîñêâà, ëèöåé «Âòîðàÿ øêî-

ëà».

6. Îìåëüÿíåíêî Âèêòîð, ã. Áåëãîðîä, ëèöåé ¹ 38.

7. Äðîçäîâ Ñåðãåé, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, ëèöåé «Ôè-

çèêî-òåõíè÷åñêàÿ øêîëà».

8. ×óâàøîâ Ñåðãåé, ã. Êèðîâ, «Êèðîâñêèé ôèçè-

êî-ìàòåìàòè÷åñêèé ëèöåé».

9. Õàáèáðàõìàíîâ Èñêàíäåð, Ðåñïóáëèêà Òàòàð-

ñòàí, ã. Êàçàíü, ëèöåé-èíòåðíàò ¹ 2.

Äèïëîì III ñòåïåíè

1. Ïîíîìàðåíêî Åêàòåðèíà, Ðåñïóáëèêà Àäûãåÿ,

ã. Ìàéêîï, ãèìíàçèÿ ¹ 22.

2. Øàïöåâ Àëåêñåé, ã. Ïåðìü, ãèìíàçèÿ ¹ 17.

3. Áîðèñêèí Ïàâåë, Íèæåãîðîäñêàÿ îáë., ã. Ñàðîâ,

ëèöåé ¹ 3.

4. Ìàõëèí Èãîðü, Ìîñêâà, «Ìîñêîâñêàÿ ãèìíàçèÿ

íà Þãî-Çàïàäå» ¹ 1543.

5. Øóëüöåâà Îëüãà, ã. Êóðãàí, ãèìíàçèÿ ¹ 27.

6. Ñèäîðîâ Àëåêñàíäð, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, ëèöåé

«Ôèçèêî-òåõíè÷åñêàÿ øêîëà».

7. Ïàñûíêîâ Ïàâåë, ã. Êèðîâ, «Êèðîâñêèé ôèçè-

êî-ìàòåìàòè÷åñêèé ëèöåé».
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8. Ñåïëÿðñêàÿ Àííà, Ìîñêîâñêàÿ îáë., ã. ×åðíî-

ãîëîâêà, ÑÎØ ¹ 82 èì. Äóáîâèöêîãî.

9. Ëîêòåâ Ñåðãåé, ã. Êðàñíîäàð, ëèöåé ¹ 90.

10. Áàðàíîâ Ýäóàðä, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, ôèçèêî-

ìàòåìàòè÷åñêèé ëèöåé ¹ 239.

11. Îñòðîóìîâà Ëþäìèëà, ã. ßðîñëàâëü, ÑÎØ ¹ 33

èì. Ê. Ìàðêñà.

12. Ôåëüäìàí Ãðèãîðèé, ã. Íîâîñèáèðñê, ãèìíàçèÿ

¹ 1.

13. Ëîãóíîâ Àëåêñàíäð, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, ôèçèêî-

ìàòåìàòè÷åñêèé ëèöåé ¹ 239.

14. Àíàöêèé Àíàòîëèé, Ðåñïóáëèêà Ñàõà (ßêóòèÿ),

ã. Ëåíñê, ëèöåé ¹ 2.

9 êëàññ

Äèïëîì I ñòåïåíè

1. Êåâåð Ìèõàèë, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, ôèçèêî-ìàòå-

ìàòè÷åñêèé ëèöåé ¹ 239.

2. Êóäûê Íèêèòà, ã. Îìñê, ÑÎØ ¹ 117.

3. Âîëêîâ Âëàäèñëàâ, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, ôèçèêî-

ìàòåìàòè÷åñêèé ëèöåé ¹ 239.

4. Áîéêèé Ðîìàí, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, ôèçèêî-ìàòå-

ìàòè÷åñêèé ëèöåé ¹ 239.

Äèïëîì II ñòåïåíè

1. Àðäèíàðöåâ Íèêèòà, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, ôèçèêî-

ìàòåìàòè÷åñêèé ëèöåé ¹ 239.

2. Áàæîâ Èâàí, ã. Åêàòåðèíáóðã, ãèìíàçèÿ ¹ 9.

3. Ïåøíèí Àëåêñàíäð, ã. Êèðîâ, «Êèðîâñêèé ôè-

çèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ëèöåé».

4. Ãîðèíîâ Åâãåíèé, ã. Êèðîâ, «Êèðîâñêèé ôèçè-

êî-ìàòåìàòè÷åñêèé ëèöåé».

5. Àðõèïîâ Äìèòðèé, ã. ßðîñëàâëü, ÑÎØ ¹ 33

èì. Ê. Ìàðêñà.

6. Õàðèòîíîâ Ìèõàèë, Ìîñêîâñêàÿ îáë., ïîñ. Óäåëü-

íàÿ, «Óäåëüíèíñêàÿ ãèìíàçèÿ».

7. Ïîãëàçîâ Ïàâåë, ã. Êèðîâ, «Êèðîâñêèé ôèçèêî-

ìàòåìàòè÷åñêèé ëèöåé».

8. Ñàëèõîâ Êàìèëü, Ðåñïóáëèêà Òàòàðñòàí, ã. Êà-

çàíü, ãèìíàçèÿ ¹ 102.

9. Âîðîáüåâ Èëüÿ, Ðåñïóáëèêà Êîìè, ã. Ñûêòûâ-

êàð, Êîìè ðåñïóáëèêàíñêèé ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé

ëèöåé-èíòåðíàò.

10. Åðïûëåâ Àëåêñåé, Ìîñêîâñêàÿ îáë., ïîñ. Áå-

ëîîçåðñêèé, øêîëà ¹ 23.

11. Ìàçóðèê Àëåêñàíäð, Êðàñíîäàðñêèé êðàé,

ã. Àíàïà, ÑÎØ ¹ 7.

12. Øàðàõîâ Ñåðãåé, Ðåñïóáëèêà Óäìóðòèÿ,

ã. Èæåâñê, ýêîíîìèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ëèöåé ¹ 29.

13. Ñëàñòåíèí Àëåêñàíäð, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã,

ÑØ ¹ 627.

14. Íåíàøåâ Ãëåá, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, ôèçèêî-ìà-

òåìàòè÷åñêèé ëèöåé ¹ 239.

15. Õàñàíîâ Òèìóð, Ðåñïóáëèêà Òàòàðñòàí, ã. Êà-

çàíü, ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ëèöåé ¹ 131.

Äèïëîì III ñòåïåíè

1. Ôèëüêèí Åâãåíèé, Ðåñïóáëèêà Àäûãåÿ, ã. Ìàé-

êîï, ãèìíàçèÿ ¹ 22.

2. ßíóøåâè÷ Ëåîíèä, Ìîñêâà, øêîëà ¹ 1321 «Êîâ-

÷åã».

3. Êîðá Äìèòðèé, ã. Îìñê, ÑÎØ ¹ 117.

4. Ðàñïîïîâ Àëåêñåé, ã. Ðîñòîâ-íà-Äîíó, ôèçèêî-

ìàòåìàòè÷åñêèé ëèöåé ¹ 33.

5. Ñåëèùåâ Âèòàëèé, Àëòàéñêèé êðàé, ã. Áàðíà-

óë, ÑÎØ ¹ 17 (ëèöåé «Ãðàíè»).

6. Ñîêîëîâ Âÿ÷åñëàâ, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, ãèìíàçèÿ

¹ 261.

7. Òèòîâ Èâàí, ã. Åêàòåðèíáóðã, ãèìíàçèÿ ¹ 9.

8. Ãðèãîðüåâ Ñåðãåé, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, ëèöåé

¹ 533.

9. Öàðüêîâ Îëåã, Ìîñêâà, ëèöåé «Âòîðàÿ øêîëà».

10. Êóñêîâ Äìèòðèé, ã. Âëàäèìèð, ëèíãâèñòè÷å-

ñêàÿ ãèìíàçèÿ ¹ 23 èì. À.Ã. Ñòîëåòîâà.
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Ýêçàìåíàöèîííûå ðàáîòû äëÿ ïðîâåäåíèÿ
ïèñüìåííîãî ýêçàìåíà ïî àëãåáðå è íà÷àëàì àíàëèçà

çà êóðñ ñðåäíåé (ïîëíîé) øêîëû â 2005/06 ó÷åáíîì ãîäó

ðåìîÍ
ûòîáàð

òíàèðàÂ

5–1ÿèíàäàÇ 6åèíàäàÇ 7åèíàäàÇ 8åèíàäàÇ 9åèíàäàÇ 01åèíàäàÇ

ðåìîÍ
àòíàèðàâ

*åêèíðîáñâ
åêèíðîáñâÿèíàäàçðåìîÍ

1
I 34 1.4 341.4 96.5 61.6 302.6
II 74 3.4 441.4 07.5 81.6 402.6

2
I 08 16.4 561.4 82.5 801.6 752.6
II 41 26.4 661.4 23.5 901.6 852.6

3
I 34 5.4 351.4 37.5 91.6 312.6
II 87 6.4 451.4 57.5 02.6 412.6

4
I 12 14.4 301.4 96.5 811.6 992.6
II 09 24.4 401.4 07.5 911.6 003.6

5
I 95 93.4 39.4 64.5 501.6 221.6
II 48 04.4 59.4 84.5 601.6 321.6

6
I 83 16.4 391.4 5.5 011.6 742.6
II 26 26.4 491.4 6.5 311.6 942.6

7
I 65 711.4 571.4 24.5 901.6 752.6
II 07 811.4 671.4 44.5 801.6 952.6

8
I 45 351.4 121.4 13.5 601.6 931.6
II 68 451.4 221.4 23.5 701.6 041.6

9
I 52 93.4 37.4 12.5 61.6 811.6
II 69 04.4 47.4 22.5 71.6 911.6

01
I 93 1.4 731.4 56.5 61.6 991.6
II 48 2.4 831.4 66.5 71.6 002.6

11
I 74 33.4 59.4 54.5 99.6 411.6
II 87 43.4 69.4 74.5 001.6 511.6

21
I 02 121.4 351.4 58.5 38.6 991.6
II 24 221.4 151.4 78.5 48.6 002.6

31
I 09 541.4 99.4 59.5 801.6 771.6
II 49 741.4 001.4 69.5 901.6 871.6

41
I 56 39.4 871.4 45.5 74.6 851.6
II 77 49.4 081.4 55.5 15.6 951.6

51
I 61 98.4 531.4 45.5 85.6 991.6
II 22 09.4 631.4 55.5 65.6 002.6

61
I 84 941.4 911.4 03.5 501.6 971.6
II 68 051.4 021.4 13.5 601.6 081.6

71
I 95 63.4 99.4 54.5 301.6 121.6
II 87 83.4 001.4 74.5 401.6 221.6

81
I 14 5.4 351.4 52.5 8.6 932.6
II 35 6.4 451.4 62.5 01.6 042.6

91
I 34 2.4 541.4 37.5 71.6 502.6
II 95 3.4 441.4 47.5 81.6 602.6

02
I 52 63.4 36.4 91.5 51.6 411.6
II 37 83.4 46.4 02.5 61.6 511.6

12
I 87 14.4 49.4 74.5 601.6 621.6
II 48 24.4 69.4 84.5 701.6 721.6

22
I 08 07.4 561.4 53.5 411.6 162.6
II 07 17.4 861.4 63.5 511.6 262.6

32
I 37 14.4 57.4 32.5 61.6 121.6
II 69 24.4 67.4 42.5 81.6 221.6

* Ýêçàìåíàöèîííûå çàäàíèÿ ñîñòàâëåíû ïî «Ñáîðíèêó çàäàíèé äëÿ ïðîâåäåíèÿ ïèñüìåííîãî ýêçàìåíà ïî ìàòåìàòèêå

(êóðñ À) è àëãåáðå è íà÷àëàì àíàëèçà (êóðñ Â) çà êóðñ ñðåäíåé øêîëû. 11 êëàññ» (àâòîðû Ã.Â. Äîðîôååâ, Ã.Ê. Ìóðàâèí,

Å.À. Ñåäîâà; èçäàíèå 4-å è ïîñëåäóþùèå).

Óòâåðæäåíî Ôåäåðàëüíîé ñëóæáîé ïî íàäçîðó â ñôåðå îáðàçîâàíèÿ è íàóêè îò 6 ìàðòà 2006 ã.
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ðåìîÍ
ûòîáàð

òíàèðàÂ

5–1ÿèíàäàÇ 6åèíàäàÇ 7åèíàäàÇ 8åèíàäàÇ 9åèíàäàÇ 01åèíàäàÇ

ðåìîÍ
àòíàèðàâ
åêèíðîáñâ

åêèíðîáñâÿèíàäàçðåìîÍ

42
I 63 42.4 99.4 15.5 941.6 742.6

II 39 62.4 001.4 25.5 051.6 942.6

52
I 74 13.4 39.4 34.5 79.6 211.6

II 95 23.4 49.4 44.5 89.6 311.6

62
I 82 92.4 89.4 45.5 941.6 552.6

II 39 03.4 001.4 55.5 051.6 652.6

72
I 96 121.4 991.4 92.5 53.6 791.6

II 17 221.4 002.4 03.5 83.6 891.6

82
I 04 311.4 171.4 93.5 421.6 272.6

II 65 411.4 271.4 14.5 521.6 372.6

92
I 53 35.4 731.4 68.5 62.6 351.6

II 24 45.4 831.4 58.5 72.6 451.6

03
I 74 53.4 69.4 54.5 101.6 811.6

II 48 73.4 99.4 64.5 201.6 911.6

13
I 04 511.4 371.4 14.5 621.6 961.6

II 07 611.4 471.4 24.5 721.6 171.6

23
I 16 731.4 59.4 09.5 421.6 361.6

II 09 831.4 69.4 19.5 521.6 461.6

33
I 66 911.4 891.4 82.5 43.6 591.6

II 17 121.4 991.4 03.5 93.6 691.6

43
I 32 731.4 131.4 82.5 99.6 361.6

II 45 831.4 231.4 92.5 001.6 461.6

53
I 08 36.4 561.4 33.5 011.6 852.6

II 04 46.4 761.4 43.5 311.6 952.6

63
I 64 66.4 591.4 31.5 411.6 552.6

II 26 76.4 691.4 41.5 511.6 652.6

73
I 32 531.4 131.4 72.5 79.6 161.6

II 84 631.4 231.4 82.5 89.6 361.6

83
I 33 1.4 341.4 12.5 7.6 732.6

II 35 3.4 441.4 22.5 01.6 832.6

93
I 84 351.4 331.4 92.5 301.6 771.6

II 45 451.4 431.4 03.5 401.6 871.6

04
I 73 901.4 971.4 35.5 54.6 811.6

II 54 011.4 081.4 45.5 64.6 911.6

14
I 32 931.4 701.4 82.5 101.6 961.6

II 68 041.4 801.4 03.5 201.6 171.6

24
I 64 07.4 591.4 71.5 611.6 242.6

II 18 17.4 791.4 81.5 711.6 342.6

34
I 72 15.4 351.4 68.5 62.6 302.6

II 53 25.4 451.4 78.5 52.6 402.6

44
I 61 901.4 931.4 35.5 16.6 502.6

II 42 011.4 041.4 65.5 26.6 602.6

54
I 66 911.4 791.4 82.5 13.6 391.6

II 96 021.4 991.4 92.5 33.6 491.6

64
I 08 66.4 661.4 23.5 211.6 952.6

II 65 76.4 761.4 43.5 311.6 062.6

74
I 82 72.4 69.4 35.5 741.6 742.6

II 39 82.4 99.4 45.5 841.6 842.6

84
I 72 25.4 551.4 48.5 52.6 502.6

II 24 35.4 651.4 58.5 62.6 602.6

94
I 41 111.4 961.4 93.5 221.6 172.6

II 07 211.4 271.4 04.5 321.6 272.6

05
I 13 13.4 731.4 59.5 5.6 312.6

II 28 23.4 831.4 69.5 01.6 412.6
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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Â øêîëüíîì êóðñå ìàòåìàòèêè ðàññìàòðèâà-
þòñÿ ðàçëè÷íûå íåðàâåíñòâà. Ìíîãèå èç íèõ
îñíîâàíû íà î÷åíü ïðîñòîì íåðàâåíñòâå — íåðà-
âåíñòâå î ñðåäíèõ, ïîÿâèâøåìñÿ åùå â äðåâíèå
âðåìåíà:

1

2
(a + b) ≥ ab , (1)

ãäå a, b > 0.
Äîêàçûâàåòñÿ îíî î÷åíü ïðîñòî.

Óïðàæíåíèå 1. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî (1).

Â íà÷àëå XIX âåêà ôðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê
Êîøè çàíèìàëñÿ îáîáùåíèåì ýòîãî íåðàâåíñòâà.
Ñàìûì èíòåðåñíûì îêàçàëîñü ñëåäóþùåå îáîá-
ùåíèå:

      
1

n
(a

1
 + a

2
 + ... + a

n
) ≥ a a a

n

n

1 2
... ,       (2)

ãäå a
1
, a

2
, ..., a

n
 > 0.

Íåñëîæíî äîêàçàòü ýòî íåðàâåíñòâî äëÿ òðåõ,
÷åòûðåõ èëè ïÿòè ÷èñåë, íî äàëüøå, åñëè ðàñ-
ñìàòðèâàòü îòäåëüíî êàæäîå n, ïðèäåòñÿ î÷åíü
ïîâîçèòüñÿ.

Óïðàæíåíèå 2. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî (2) äëÿ
n = 4.

Ïîäñêàçêà. Ñâåäèòå íåðàâåíñòâî (2) ê íåðà-
âåíñòâó (1), îáúåäèíèâ ñëàãàåìûå è ìíîæèòåëè
â ïàðû.

Óïðàæíåíèå 3. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî (2)
äëÿ n = 2m, ïðåäïîëîæèâ, ÷òî îíî âåðíî äëÿ
n = m.

Óïðàæíåíèå 4. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè â íåðà-
âåíñòâå (2) çàìåíèòü a

n
 íà ñðåäíåå àðèôìåòè÷å-

Þ. ÑÎËÎÂÜÅÂ,
Ìîñêâà

Íåðàâåíñòâà

ñêîå ÷èñåë a
1
, a

2
, ..., a

n–1
, òî ïîëó÷èòñÿ òî æå

íåðàâåíñòâî (2), òîëüêî äëÿ êîëè÷åñòâà ÷èñåë,
ðàâíîãî n – 1.

Íåðàâåíñòâî (2) áûëî äîêàçàíî â îáùåì âèäå
äëÿ ïðîèçâîëüíîãî n ñ áîëüøèì òðóäîì è èìååò
ñâîå èìÿ — íåðàâåíñòâî Êîøè. Åãî òàêæå íàçû-
âàþò íåðàâåíñòâîì ìåæäó ñðåäíèì àðèôìåòè÷å-
ñêèì è ñðåäíèì ãåîìåòðè÷åñêèì. Â êíèãàõ ìîæ-
íî íàéòè ðàçíûå åãî äîêàçàòåëüñòâà, íî ìíîãèå
èç íèõ òðóäíûå. Â íèõ òðåáóåòñÿ ïîìíèòü ìíîãî
äåòàëåé. Ìû æå ðàññìîòðèì íåñêîëüêî î÷åíü
ïðîñòûõ ñïîñîáîâ, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ìîæíî,
êðîìå òîãî, ïîëó÷èòü ìíîãî ÷àñòíûõ íåðàâåíñòâ
è ðåøèòü ìíîãî çàäà÷. Ïåðâàÿ ÷àñòü áóäåò ïî-
ñâÿùåíà ýòèì äîêàçàòåëüñòâàì.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ ÒÅÎÐÅÌÛ ÊÎØÈ

Ïðåæäå âñåãî íàì íåîáõîäèìî ïîçíàêîìèòü-
ñÿ ñ îäíèì øèðîêî èçâåñòíûì è î÷åíü âàæíûì
ìåòîäîì äîêàçàòåëüñòâà, íà ñëó÷àé, åñëè êòî-ëèáî
èç ÷èòàòåëåé ñ íèì íå çíàêîì, — ýòî ìåòîä ìà-
òåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè.

Ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè

Ïóñòü åñòü óòâåðæäåíèå, ñîäåðæàùåå íàòó-
ðàëüíîå ÷èñëî n. Ïóñòü òàêæå âûïîëíÿþòñÿ ñëå-
äóþùèå óñëîâèÿ.

1. Áàçà èíäóêöèè: óòâåðæäåíèå âûïîëíÿåò-
ñÿ äëÿ n = 1.

2. Øàã èíäóêöèè: äëÿ ëþáîãî n èç òîãî, ÷òî
óòâåðæäåíèå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ n, ñëåäóåò, ÷òî
îíî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ n + 1. Ïðåäïîëîæåíèå òîãî,
÷òî óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ n, íàçûâàåòñÿ ïðåä-

ïîëîæåíèåì èíäóêöèè.

Â ëåêöèè ðàçëè÷íûìè ñïîñî-
áàìè äîêàçûâàþòñÿ èçâåñòíûå, â
òîì ÷èñëå èç øêîëüíîé ïðîãðàì-
ìû, íåðàâåíñòâà Êîøè, Éåíñåíà,
Êîøè–Áóíÿêîâñêîãî. Ìíîãèå óò-
âåðæäåíèÿ ñôîðìóëèðîâàíû â
âèäå óïðàæíåíèé, ðåøåíèÿ êîòî-
ðûõ ïðèâåäåíû â êîíöå ëåêöèè.
Êðîìå òîãî, ïðèâåäåí ñïèñîê çà-

äà÷ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøå-
íèÿ.

Ñòàòüÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çà-
ïèñü ëåêöèè, ïðî÷èòàííîé àâòîðîì
6 îêòÿáðÿ 2001 ã. íà Ìàëîì ìåõìà-
òå ïðè ÌÃÓ èì. Ëîìîíîñîâà äëÿ
øêîëüíèêîâ 9–11-õ êëàññîâ. Òåêñò
îïóáëèêîâàí: Ñîëîâüåâ Þ.Ï. Íåðà-
âåíñòâà. — Ì.: ÌÖÍÌÎ, 2005.

Þ.Ï. Ñîëîâüåâ (1944—2003) —
äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ
íàóê, àâòîð ìíîãî÷èñëåííûõ ðà-
áîò ïî ìàòåìàòèêå è ôèçèêå, ïî-
÷òè 30 ëåò ïðîðàáîòàë íà êàôåä-
ðå äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè
ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôà-
êóëüòåòà ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíî-
ñîâà.
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Òîãäà, ñîãëàñíî ïðèíöèïó ìàòåìàòè÷åñêîé èí-
äóêöèè, óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ âñåõ n ≥ 1.

Ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè òåì è õî-
ðîø, ÷òî ïîçâîëÿåò ïðîâåñòè äîêàçàòåëüñòâî
â îáùåì âèäå, íå ðàññìàòðèâàÿ îòäåëüíî êàæ-
äîå n. Êîíå÷íî, ýòî íå åäèíñòâåííûé ñïîñîá
ïðîâåñòè äîêàçàòåëüñòâî â îáùåì âèäå, íî
î÷åíü ÷àñòî õîðîøî ñðàáàòûâàåò èìåííî îí.

Óïðàæíåíèå 5. Äîêàæèòå, ÷òî íåðàâåíñòâî (2)
âåðíî äëÿ ëþáûõ n, ïðåäñòàâèìûõ â âèäå 2k, ãäå
k — íàòóðàëüíîå ÷èñëî.

Ïîäñêàçêà. Ïðèìåíèòå ìåòîä ìàòåìàòè÷å-
ñêîé èíäóêöèè è èñïîëüçóéòå ðåçóëüòàò óïðàæ-
íåíèÿ 3.

Óïðàæíåíèå 6. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè íåðàâåí-
ñòâî (2) âåðíî äëÿ íåêîòîðîãî m, òî îíî âåðíî è
äëÿ ëþáîãî n < m.

Ïîäñêàçêà. Ïðèìåíèòå ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé
èíäóêöèè «âíèç», èñïîëüçîâàâ ðåçóëüòàò óïðàæ-
íåíèÿ 4.

Ïåðâîå äîêàçàòåëüñòâî

Óïðàæíåíèÿ 5 è 6 ñîñòàâëÿþò íàøå ïåðâîå
äîêàçàòåëüñòâî íåðàâåíñòâà Êîøè äëÿ ïðîèçâîëü-
íîãî n. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíî-
ãî n âñåãäà ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå k, ÷òî
2k > n. À óòâåðæäåíèå óïðàæíåíèÿ 5, îñíîâàí-
íîå íà óïðàæíåíèÿõ 1 è 2, ñîñòîèò â òîì, ÷òî
íåðàâåíñòâî (2) âåðíî äëÿ êîëè÷åñòâà ñëàãàåìûõ,
ðàâíîãî 2k, ãäå k — ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî.
Òîãäà, â ñèëó óòâåðæäåíèÿ óïðàæíåíèÿ 6
(m ñëåäóåò ïîëîæèòü ðàâíûì 2k), îñíîâàííîãî
íà óïðàæíåíèè 4, ïîëó÷àåì, ÷òî íåðàâåíñòâî
âåðíî äëÿ íàøåãî n, òàê êàê ÷èñëî n ìåíüøå 2k

â ñèëó âûáîðà k. Åñëè êîìó-òî íå óäàëîñü ñàìî-
ñòîÿòåëüíî ïðîäåëàòü âñå óïðàæíåíèÿ, òî èõ
ðåøåíèÿ ñëåäóåò ïîñìîòðåòü â êîíöå ëåêöèè.

Âòîðîå äîêàçàòåëüñòâî

Ïðåæäå âñåãî, äàâàéòå äëÿ êðàòêîñòè ïðåä-
ïîëàãàòü äàëåå, ÷òî âñå ââåäåííûå è ââîäèìûå
÷èñëà ïîëîæèòåëüíû. Çàìåíèì íàøè ïåðåìåí-
íûå òàêèì îáðàçîì:

y
1
 = 1

1 2
...

n

n

a

a a a

, y
2
 = 

2

1 2
...

n

n

a

a a a

, ...,

y
n
 = 

1 2
...

n

n

n

a

a a a
. (3)

Òîãäà íåðàâåíñòâî (2) ïðèìåò âèä

y
1
 + y

2
 + ... + y

n
 ≥ n, (4)

ãäå èìååò ìåñòî óñëîâèå

y
1
y

2
...y

n
 = 1. (5)

Â ñàìîì äåëå, óñëîâèå (5) ïîÿâèëîñü îò òîãî,
÷òî y

1
, y

2
, ..., y

n
 — ýòî óæå íå ïðîèçâîëüíûå

ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, à òîëüêî òå, êîòîðûå
ïðåäñòàâèìû â âèäå (3). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ
ëþáûõ ÷èñåë, ïðåäñòàâèìûõ â âèäå (3), âûïîë-
íåíî óñëîâèå (5), è ëþáûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñ-
ëà, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ (5), ïðåäñòàâè-
ìû â âèäå (3).

Èòàê, èíûìè ñëîâàìè, â íåðàâåíñòâå Êîøè
óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî èç (5) ñëåäóåò (4). Êñòàòè,
îáðàòíîå, êîíå÷íî, íåâåðíî.

Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî ïî èíäóêöèè. Íàøå
óòâåðæäåíèå, çàâèñÿùåå îò n, — ýòî óòâåðæäå-
íèå î òîì, ÷òî èç (5) ñëåäóåò (4).

Áàçà èíäóêöèè. Î÷åâèäíî, ÷òî â íàøåì ñëó-
÷àå îíà âåðíà, òàê êàê ïðè n = 1 óòâåðæäåíèå
ïðèíèìàåò âèä «èç y

1
 = 1 ñëåäóåò y

1
 ≥ 1».

Øàã èíäóêöèè. Äîêàæåì, ÷òî èç âåðíîñòè óò-
âåðæäåíèÿ äëÿ n ñëåäóåò åãî âåðíîñòü äëÿ n + 1,
òî åñòü äîêàæåì, ÷òî åñëè äëÿ ïðîèçâîëüíûõ n
÷èñåë èç (5) ñëåäóåò (4), òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ
n + 1 ÷èñåë èç (5), ïðèíèìàþùåãî âèä

z
1
z

2
...z

n
z

n+1
 ≥ 1, (5R)

ñëåäóåò (4), ïðèíèìàþùåå âèä

   z
1
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n
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, z
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.

Äîêàçàòåëüñòâî øàãà. ×èñëà z
1
, z

2
, ..., z

n+1

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

z
1
z

2
...z

n+1
 = 1.

Ïîëîæèì

z
1
 = y

1
, z

2
 = y

2
, ..., z

n–1
 = y

n–1
, z

n
z

n+1
 = y

n
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Òîãäà î÷åâèäíî âåðíî óñëîâèå (5). Ïî ïðåäïî-
ëîæåíèþ èíäóêöèè èç íåãî ñëåäóåò íåðàâåíñòâî
(4), êîòîðîå â ñèëó íàøèõ íîâûõ îáîçíà÷åíèé
èìååò âèä

   z
1
 + z

2
 + ... + z

n–1
 + z

n
z

n+1
 ≥ n. (6)

Â øàãå íóæíî äîêàçàòü, ÷òî

    z
1
 + z

2
 + ... + z

n
 + z

n+1
 ≥ n + 1. (7)

Èòàê, äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî íå âñå z
i

ðàâíû åäèíèöå, òàê êàê èíà÷å âñå òðèâèàëüíî
äîêàçûâàåòñÿ. Â ñàìîì äåëå, ñóììà n + 1 ñëàãà-
åìûõ, ðàâíûõ åäèíèöå, ðàâíà n + 1, è óñëîâèå
(7) çàâåäîìî âûïîëíåíî. Òàê ÷òî ïî êðàéíåé ìåðå
ïàðà ÷èñåë íå ÿâëÿåòñÿ ïàðîé åäèíèö. Áîëåå òîãî,
çàìåòèì, ÷òî òîãäà åñòü ïàðà ÷èñåë, îäíî èç êî-
òîðûõ áîëüøå åäèíèöû, à äðóãîå ìåíüøå. Ïðî-
ñòî èíà÷å íåâûïîëíèìî óñëîâèå ðàâåíñòâà ïðî-
èçâåäåíèÿ âñåõ ÷èñåë åäèíèöå. Ïåðåíóìåðóåì
÷èñëà z

i
 òàê, ÷òîáû ýòîé ïàðîé îêàçàëèñü äâà

ïîñëåäíèõ ÷èñëà z
n
 > 1 è z

n+1
 < 1. Îáðàòèòå âíè-

ìàíèå, ÷òî ìû íè÷åãî íå ñ÷èòàåì, òîëüêî ïåðå-
îáîçíà÷àåì ïåðåìåííûå, è ñåé÷àñ ýòî óäèâèòåëü-
íîå äîêàçàòåëüñòâî «âûëåçåò» èç íåðàâåíñòâà,
êîòîðîå âûãëÿäèò òàê:

z
n
 + z

n+1
 – z

n
z

n+1
 > 1. (8)

Óïðàæíåíèå 7. Äîêàæèòå, ÷òî (8) ñëåäóåò èç
óñëîâèé z

n
 > 1, z

n+1
 < 1.

Îñòàëîñü ñëîæèòü íåðàâåíñòâî (8) ñ íåðàâåí-
ñòâîì (6), è ìû ïîëó÷èëè (7), à çíà÷èò, è äîêà-
çàòåëüñòâî øàãà èíäóêöèè. Äîêàçàòåëüñòâî íå-
ðàâåíñòâà Êîøè äëÿ ïðîèçâîëüíîãî n òåì ñàìûì
çàâåðøåíî.

Òî, ÷åìó âû äîëæíû íàó÷èòüñÿ áîëüøå, ÷åì
êîíêðåòíûì ôàêòàì, — õðàíèòü ìàòåìàòè÷åñêóþ
èíôîðìàöèþ. Ïî÷åìó-òî íè â øêîëå, íè â óíè-
âåðñèòåòàõ îáû÷íî ýòîìó íå ó÷àò. Äåëî â òîì, ÷òî
÷åëîâå÷åñêàÿ ïàìÿòü óñòðîåíà òàê, ÷òî ÷åëîâåê
ïðîñòî íå â ñîñòîÿíèè çàïîìíèòü òðè òûñÿ÷è òå-
îðåì ÿâíûì òåêñòîì. Äàæå åñëè ïàìÿòü î÷åíü
õîðîøàÿ — âäðóã çíàê çàáûë, ïåðåïóòàë... è òîë-
êó ñ ýòèõ çíàíèé íèêàêîãî. Âîçüìåòå íåâåðíóþ
ôîðìóëó — è âñå ïðîïàëî. Ïîýòîìó âàæíî íå äåð-
æàòü â ãîëîâå ëàçåðíûé äèñê ñ ãîëûìè ôîðìóëà-
ìè. Âàæíû äðóãèå ñïîñîáû õðàíåíèÿ èíôîðìà-
öèè â ãîëîâå. Òàêèå, ÷òîáû ìîæíî áûëî åå ïîëó-
÷àòü â íóæíûé ìîìåíò è ãàðàíòèðîâàííî âåðíî,

è æåëàòåëüíî åùå è áûñòðî. Âîò, â ÷àñòíîñòè, ýòî
äîêàçàòåëüñòâî î÷åíü ìîùíîãî íåðàâåíñòâà Êîøè
èìåííî òàêîå. Åãî íå ñòðàøíî çàáûòü â äåòàëÿõ,
òàê êàê â íåì íåò íè÷åãî òðóäíîãî. Ïðåëåñòü íà-
óêè â òîì è ñîñòîèò, ÷òîáû íàõîäèòü òàêîé óãîë
çðåíèÿ, ïîä êîòîðûì âñå ñòàíîâèòñÿ ïðîñòî. Íàè-
áîëåå âàæíî â øêîëüíûå ãîäû ñóìåòü îðãàíèçî-
âàòü âñå çíàíèÿ (ôîðìóëû, òåîðåìû) ïîäîáíûì
îáðàçîì, íàéäÿ ýòîò ïðîñòîé ïîäõîä, ïîòîìó ÷òî
òîãäà èõ íåëüçÿ ïîòåðÿòü èëè çàáûòü.

ÍÅÐÀÂÅÍÑÒÂÎ ÉÅÍÑÅÍÀ

Èòàê, ìû äîêàçàëè íåðàâåíñòâî Êîøè. Èç íåãî
ìîæíî ïîëó÷èòü îãðîìíîå êîëè÷åñòâî äðóãèõ
çàäà÷. À òåïåðü ðàññìîòðèì åùå îäíî î÷åíü ìîù-
íîå íåðàâåíñòâî — íåðàâåíñòâî Éåíñåíà. Îíî
òîæå î÷åíü ïðîñòî äîêàçûâàåòñÿ, íî ïîñâåæåå,
åìó ïðèìåðíî ñòî ëåò.

Ïðåæäå âñåãî ââåäåì íåñêîëüêî íîâûõ îáî-
çíà÷åíèé.

à) á)

Ðèñ. 1

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ âûïóê-

ëûì, åñëè îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé ëþáûå äâå åãî
òî÷êè, ñàì öåëèêîì ñîäåðæèòñÿ íà ìíîæåñòâå
(íà ðèñ. 1,à ïîêàçàí ïðèìåð âûïóêëîãî ìíîæå-
ñòâà, à âîò ìíîæåñòâî, ïîêàçàííîå íà ðèñ. 1,á,
âûïóêëûì íå ÿâëÿåòñÿ).

Ïóñòü èìååòñÿ ôóíêöèÿ y = f(x), îïðåäåëåí-
íàÿ íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå. Ó êàæäîé ôóíê-
öèè èìååòñÿ ãðàôèê. Ãðàôèê ôóíêöèè, îïðåäå-
ëåííîé íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé, ðàçáèâàåò ïëîñ-
êîñòü íà äâà ìíîæåñòâà: y ≥ f(x) è y < f(x). Òà-
êèå äâà ìíîæåñòâà íàçûâàþòñÿ íàäãðàôèê è ïîä-
ãðàôèê.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü f(x) îïðåäåëåíà íà íå-
êîòîðîì èíòåðâàëå. Òîãäà ìíîæåñòâî y ≥ f(x),
ãäå x ïðèíàäëåæèò èíòåðâàëó, íàçûâàåòñÿ íàä-

ãðàôèêîì (ðèñ. 2), à ìíîæåñòâî y < f(x), ãäå x
ïðèíàäëåæèò èíòåðâàëó, — ïîäãðàôèêîì

(ðèñ. 3).
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Ðèñ. 2

Ðèñ. 3

Ñëîâà óæàñíûå, íî ëþáîãî ÷åëîâåêà ñïðîñè —
åìó áóäåò ÿñíî, ÷òî èìååòñÿ â âèäó. Êñòàòè, ñî-
âåðøåííî íåâàæíî, êóäà îòíåñòè ñàìó êðèâóþ.
Ìû, íàïðèìåð, îòíåñëè åå ê íàäãðàôèêó.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé

íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå, åñëè åå íàäãðàôèê íà
ýòîì èíòåðâàëå âûïóêëûé, è âîãíóòîé, åñëè
âûïóêëûì ÿâëÿåòñÿ ïîäãðàôèê.

Ïðèìåð 1. Ïàðàáîëà y = x2 — âûïóêëàÿ íà
âñåé ÷èñëîâîé îñè ôóíêöèÿ (ðèñ. 4).

Ðèñ. 4

Óïðàæíåíèå 8. Äîêàæèòå ýòî.

Ïðèìåð 2. Ôóíêöèÿ y = 
1

x
 íà ïîëóïðÿìîé

x < 0 — âîãíóòàÿ (ðèñ. 5).

Ðèñ. 5

Ïðèìåð 3. Íà âñåé ÷èñëîâîé îñè ñèíóñîèäà,
ëþáîé ìíîãî÷ëåí íå÷åòíîé ñòåïåíè áîëüøå åäè-
íèöû è ãèïåðáîëà íå ÿâëÿþòñÿ íè âûïóêëûìè,
íè âîãíóòûìè (ðèñ. 6–8).

Ðèñ. 6

Ðèñ. 7

Ðèñ. 8

Óïðàæíåíèå 9. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ôóíêöèè,
ÿâëÿþùåéñÿ îäíîâðåìåííî è âûïóêëîé, è âî-
ãíóòîé.

Çàìå÷àíèå. Ôóíêöèþ, ñîãëàñíî íàøåìó îï-
ðåäåëåíèþ, ÿâëÿþùóþñÿ âûïóêëîé, åùå íàçû-
âàþò âûïóêëîé âíèç, à ôóíêöèþ, ÿâëÿþùóþñÿ
âîãíóòîé, — âûïóêëîé ââåðõ. Òàêèå íàçâàíèÿ
áûëè äàíû èì â XIX â. è ñåé÷àñ ñîõðàíèëèñü
òîëüêî â ìàòåìàòè÷åñêèõ êðóæêàõ, à â óíèâåð-
ñèòåòñêèõ êóðñàõ èõ íàçûâàþò íàîáîðîò: âû-
ïóêëàÿ âíèç ôóíêöèÿ — âîãíóòàÿ, âûïóêëàÿ
ââåðõ — âûïóêëàÿ.

Òåîðåìà Éåíñåíà

Òåîðåìà. Ïóñòü y = f(x) — ôóíêöèÿ, âûïóêëàÿ
íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå; x

1
, x

2
, ..., x

n
 — íåêîòî-

ðûå ÷èñëà èç ýòîãî èíòåðâàëà; m
1
, m

2
, ..., m

n
 —

x

y

y x= 2

x

y

y x= sin

x

y

y x x= –3

x

y

ïîäãðàôèê

x

y

y =
x

1

íàäãðàôèê

x

y

x

y

y x= , < 0
x

1
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ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, ñóììà êîòîðûõ ðàâíà åäè-
íèöå. Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî Éåíñåíà

f(m
1
x

1
 + m

2
x

2
 + ... + m

n
x

n
) ≤

≤ m
1
f(x

1
) + m

2
f(x

2
) + ... + m

n
f(x

n
). (9)

Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà ìîæíî ïîëó÷èòü âàæ-
íåéøèå íåðàâåíñòâà, êîòîðûå çíàåò ñîâðåìåííàÿ
ìàòåìàòèêà. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íàì ïîíàäîáèò-
ñÿ îäèí ÷èñòî ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêò, êîòîðûé
îáû÷íî â øêîëå íå îñâåùàþò.

Öåíòð ìàññ

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñ êàæäîé òî÷êîé ïëîñêî-
ñòè ñâÿçàíî íåêîòîðîå ÷èñëî, êîòîðîå áóäåì íà-
çûâàòü «ìàññîé» ýòîé òî÷êè («ìàññà» íå îáÿçà-
òåëüíî äîëæíà áûòü ïîëîæèòåëüíîé). Òîãäà ìîæ-
íî îïðåäåëèòü «öåíòð ìàññ» äâóõ òî÷åê.

Îïðåäåëåíèå. Öåíòðîì ìàññ äâóõ òî÷åê A è
B áóäåì íàçûâàòü òàêóþ òî÷êó C íà îòðåçêå AB,

÷òî 
AC

BC
 = 

B

A

m

m
, ãäå m

A
 è m

B
 — ìàññû òî÷åê A è B

ñîîòâåòñòâåííî.
Ýòî è åñòü çíàìåíèòîå ïðàâèëî ðû÷àãà.

Â XVIII â. ëþäè ïûòàëèñü åãî äîêàçàòü, íî îêà-
çûâàåòñÿ, îíî ýêâèâàëåíòíî ïÿòîìó ïîñòóëàòó
Åâêëèäà1.

Äåêàðòîâû êîîðäèíàòû òî÷êè C âûðàæàþòñÿ
÷åðåç êîîðäèíàòû òî÷åê A è B î÷åíü ïðîñòî:

x
C
 = 

A A B B

A B

m x m x

m m

+
+ , y

C
 = 

A A B B

A B

m y m y

m m

+
+ .

Êñòàòè, âèäíî, ÷òî îáå êîîðäèíàòû òî÷êè C
âûðàæàþòñÿ îäèíàêîâî. Ëåãêî îáîáùèòü ýòî
îïðåäåëåíèå äî îïðåäåëåíèÿ öåíòðà ìàññ ñèñòå-
ìû òî÷åê. Äåéñòâèòåëüíî, öåíòð ìàññ òðåõ òî-
÷åê îïðåäåëèì êàê öåíòð ìàññ öåíòðà ìàññ ïåð-
âûõ äâóõ òî÷åê è òðåòüåé. Â êîîðäèíàòàõ ýòî
âûãëÿäèò òàê:

( ) ( )

( ) ( )

  +
= + + =  + + +  

 + + =
 + +


 + = + + =  + + + 
 + +
=

+ +

1 1 2 2

1 2 3 3

1 2 1 2 3

1 1 2 2 3 3

1 2 3

1 1 2 2

1 2 3 3

1 2 1 2 3

1 1 2 2 3 3

1 2 3

1

,

1

.

C

C

m x m x
x m m m x

m m m m m

m x m x m x

m m m

m y m y
y m m m y

m m m m m

m y m y m y

m m m

 (10)

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî îò ïîðÿäêà, â êîòîðîì
áåðóòñÿ òî÷êè, ïîëîæåíèå öåíòðà ìàññ íå çàâè-
ñèò, òàê êàê îò íåãî íå çàâèñèò ïîëó÷àåìîå âû-
ðàæåíèå äëÿ êîîðäèíàò òî÷êè.

Ðèñ. 9

Óïðàæíåíèå 10. Óáåäèòåñü, ÷òî ýòî äåéñòâè-
òåëüíî òàê.

Ïîýòîìó ÿñíî, ÷òî öåíòð ìàññ C ñèñòåìû n
òî÷åê áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ ñëåäóþùèìè âûðàæå-
íèÿìè äëÿ åãî äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò (ðèñ. 9):

x
C
 = 1 1 2 2

1 2

...

...

n n

n

m x m x m x

m m m

+ + +
+ + + ,

y
C
 = 1 1 2 2

1 2

...

...

n n

n

m y m y m y

m m m

+ + +
+ + + .

Ëåììà. Ïóñòü èìååòñÿ âûïóêëàÿ ôèãóðà è
âíóòðè åå âçÿòû n òî÷åê. Òîãäà öåíòð ìàññ ýòèõ
òî÷åê òîæå ïðèíàäëåæèò ôèãóðå.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì ïî èíäóêöèè.
Äîêàæåì áàçó: öåíòð ìàññ äâóõ òî÷åê ïî îï-

ðåäåëåíèþ ïðèíàäëåæèò ñîåäèíÿþùåìó èõ îò-
ðåçêó, êîòîðûé, â ñèëó âûïóêëîñòè ôèãóðû, ïðè-
íàäëåæèò ôèãóðå.

Áàçà äîêàçàíà, òåïåðü øàã èíäóêöèè. Öåíòð
ìàññ n + 1 òî÷åê — ýòî, â ñèëó îïðåäåëåíèÿ,
öåíòð ìàññ äâóõ òî÷åê: ëþáîé îäíîé è öåíòðà
ìàññ âñåõ îñòàëüíûõ, êîòîðûõ n øòóê. Â ñèëó
ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè öåíòð ìàññ ýòèõ îñ-
òàëüíûõ n òî÷åê ïðèíàäëåæèò ôèãóðå, à çíà÷èò,
öåíòð ìàññ åãî è (n + 1)-é òî÷êè òîæå ïðèíàäëå-

1 Ïÿòûé ïîñòóëàò Åâêëèäà (èëè àêñèîìà î ïàðàëëåëü-

íûõ) ãëàñèò, ÷òî ÷åðåç òî÷êó âíå ïðÿìîé ìîæíî ïðîâåñòè

íå áîëåå îäíîé ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé äàííîé. Â òå÷åíèå

áîëåå ÷åì äâóõ òûñÿ÷åëåòèé ïðåäïîëàãàëè, ÷òî àêñèîìàòè-

êà Åâêëèäà (âêëþ÷àþùàÿ â ñåáÿ è ïÿòûé ïîñòóëàò) íå ÿâ-

ëÿåòñÿ íåçàâèñèìîé, ÷òî ïÿòûé ïîñòóëàò ìîæíî äîêàçàòü,

îñíîâûâàÿñü íà äðóãèõ àêñèîìàõ ýòîé àêñèîìàòèêè. Íî â

XIX â. ñðàçó íåñêîëüêî ìàòåìàòèêîâ (ñðåäè êîòîðûõ Ëîáà-

÷åâñêèé, Ãàóññ è Áîéàè) ïî÷òè îäíîâðåìåííî ïîêàçàëè, ÷òî

äîêàçàòü åãî íåâîçìîæíî. Òàê ðîäèëàñü íîâàÿ, íååâêëèäîâà

ãåîìåòðèÿ.

C

A2

A1

A5

A3

A4
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æèò ôèãóðå, òàê êàê ïî îïðåäåëåíèþ ëåæèò íà
îòðåçêå, ñîåäèíÿþùåì ýòè äâå òî÷êè íàøåé âû-
ïóêëîé ôèãóðû. Ëåììà äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî
òåîðåìû Éåíñåíà

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ èç óñëîâèÿ òåîðåìû.
Íà ãðàôèêå âîçüìåì òî÷êè, ó êîòîðûõ àáñöèñ-
ñû èìåþò çíà÷åíèÿ x

1
, x

2
, ..., x

n
, è îáîçíà÷èì

ýòè òî÷êè ÷åðåç A
1
, A

2
, ..., A

n
 (ðèñ. 10). Âîçüìåì

äëÿ ýòèõ òî÷åê ñîâåðøåííî ïðîèçâîëüíûå ìàñ-
ñû m

1
, m

2
, ..., m

n
, ñóììà êîòîðûõ ðàâíà 1. Ñî-

ãëàñíî óñëîâèþ, íàøà ôóíêöèÿ âûïóêëàÿ, è
çíà÷èò, íàäãðàôèê — âûïóêëîå ìíîæåñòâî.
Òîãäà öåíòð ìàññ òî÷åê A

1
, A

2
, ..., A

n
 òîæå ÿâ-

ëÿåòñÿ òî÷êîé íàäãðàôèêà. Âûïèøåì êîîðäè-
íàòû öåíòðà ìàññ è óñëîâèå òîãî, ÷òî îí ïðè-
íàäëåæèò íàäãðàôèêó:

x
C
 = 

1 1 2 2

1 2

...

...

n n

n

m x m x m x

m m m

+ + +
+ + +  =

= m
1
x

1
 + m

2
x

2
 + ... + m

n
x

n
, y

C
 =

= 
1 1 2 2

1 2

...

...

n n

n

m y m y m y

m m m

+ + +
+ + +  =

= m
1
f(x

1
) + m

2
f(x

2
) + ... + m

n
f(x

n
),

   y
C
 ≥ f(x

C
). (11)

Ðèñ. 10

Òåïåðü ïîäñòàâèì â óðàâíåíèå (11) êîîðäèíà-
òû öåíòðà ìàññ è ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî (9) òåî-
ðåìû Éåíñåíà. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî íåðàâåíñòâî
Éåíñåíà — ýòî âñåãî ëèøü óòâåðæäåíèå î òîì,
÷òî öåíòð ìàññ òî÷åê ãðàôèêà âûïóêëîé ôóíê-
öèè ëåæèò â íàäãðàôèêå!

ÏÐÈÌÅÐÛ

Âîçíèêàåò âîïðîñ, î êîòîðîì ñòîèëî áû ïîãîâî-
ðèòü îòäåëüíî: êàê îïðåäåëèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè íåêî-
òîðàÿ ôóíêöèÿ âûïóêëîé? Ìíîãèå èç âàñ çíàþò,
÷òî åñëè çàäàíà ôóíêöèÿ, òî âûïóêëîñòü ïðîâåðèòü
ìîæíî òàê: åñëè âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ íà èíòåðâàëå
íå ìåíüøå íóëÿ, òî ôóíêöèÿ íà ýòîì èíòåðâàëå
âûïóêëàÿ, à åñëè íå áîëüøå íóëÿ, òî îíà âîãíóòàÿ.

Âûâîä íåðàâåíñòâà Êîøè
èç íåðàâåíñòâà Éåíñåíà

Îêàçûâàåòñÿ, íåðàâåíñòâî Êîøè íåñëîæíî âû-
âîäèòñÿ èç íåðàâåíñòâà Éåíñåíà. Ìû óæå äîêà-
çàëè íåðàâåíñòâî Êîøè, äàæå äâóìÿ ñïîñîáàìè.
Ìîæåòå â êíèãàõ ïîñìîòðåòü, êàêîå îíî òàì
ñëîæíîå áûâàåò, ýòî äîêàçàòåëüñòâî. À ñåé÷àñ
ìû äîêàæåì åãî åùå ïðîùå! Äàâàéòå ïðîñòî ïðî-
ëîãàðèôìèðóåì íåðàâåíñòâî (2). Îáå ÷àñòè ïî-
ëîæèòåëüíûå, à ëîãàðèôì âî âñåé îáëàñòè ñâîå-
ãî îïðåäåëåíèÿ — âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ, ïî-
ýòîìó ïîëó÷èì ýêâèâàëåíòíîå íåðàâåíñòâî

log 1 2
...

n
a a a

n

+ + +
 ≥ log a a a

n

n

1 2
... .

Ëîãàðèôì ïðîèçâåäåíèÿ — ýòî ñóììà ëîãàðèô-
ìîâ, à ñòåïåíü ìîæíî âûíåñòè êàê ìíîæèòåëü:

log 1 2
... na a a

n

+ + +
 ≥

≥ 
1

n

log a
1
 + 

1

n

log a
2
 + ... + 

1

n

log a
n
.

À ýòî è åñòü íåðàâåíñòâî Éåíñåíà äëÿ ëîãà-
ðèôìà, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ âîãíóòîé ôóíêöèåé â
ñâîåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ â ñèëó òîãî, ÷òî åãî
âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ âåçäå â ýòîé îáëàñòè îòðè-
öàòåëüíà. Òàê êàê ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî Éåí-
ñåíà âåðíî è ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíûì èñõîäíî-
ìó, òî èñõîäíîå íåðàâåíñòâî Êîøè òîæå âåðíî.
Âñå, ýòî è åñòü äîêàçàòåëüñòâî.

Âûâîä íåðàâåíñòâà Êîøè–Áóíÿêîâñêîãî
èç íåðàâåíñòâà Éåíñåíà

Åùå îäíî íåðàâåíñòâî, êîòîðîå ïîÿâèëîñü â
XIX â., — ýòî íåðàâåíñòâî Êîøè–Áóíÿêîâñêî-
ãî. Îíî âûãëÿäèò òàê:

(x
1
 + x

2
 + ... + x

n
)2 ≤ n x x x

n1

2

2

2 2+ + +...e j.  (12)

Â «ëîá» äîêàçàòü è íå ìå÷òàéòå. Äîêàæåì åãî,
èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Éåíñåíà. Äîêàçàòåëüñòâî îñ-
íîâàíî íà òîì, ÷òî y = x2 — ôóíêöèÿ âûïóêëàÿ

x

y

x1 x2 x3

y
3

y
1

y
2

A2

A3

A1

öåíòð ìàññ



// #3 (1—15 ìàÿ 2006 ã.)
ýëåêòðîííûé èíôîðìàöèîííûé ñïóòíèê

ãàçåòû «Ìàòåìàòèêà»

13

Ïîäïèñêà íà ãàçåòó «Ìàòåìàòèêà» ïðèíèìàåòñÿ ïî êàòàëîãàì «Ðîñïå÷àòü» (ãàçåòû, æóðíàëû) è «Âñÿ ïðåññà». Èíäåêñ ïîäïèñêè: 32030

(ñì. óïðàæíåíèå 8). Çàïèøåì äëÿ íåå íåðàâåíñòâî

Éåíñåíà, ïîëîæèâ m
1
 = m

2
 = ... = m

n
 = 

1

n
:

2

1 2
...

n
x x x

n

+ + + 
 
 

 ≤ 
2 2 2

1 2
...

n
x x x

n

+ + +
.

À òåïåðü åñëè ìû óìíîæèì îáå ÷àñòè íà n2,
òî è ïîëó÷èòñÿ êàê ðàç íåðàâåíñòâî (12)!

Ïîëó÷èëîñü, ÷òî íåðàâåíñòâî Êîøè–Áóíÿêîâ-
ñêîãî — ýòî òðèâèàëüíîå ñëåäñòâèå íåðàâåíñòâà
Éåíñåíà.

ÇÀÄÀ×È ÄËß ÑÀÌÎÑÒÎßÒÅËÜÍÎÃÎ ÐÅØÅÍÈß

Äîêàæèòå ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà (11–22,
25–27).

11. x
1
 ≤ 1 2

... nx x x

n

+ + +
 ≤ x

n
, ãäå x

1
 ≤ x

2
 ≤ ... ≤ x

n
.

12. 
1

1

1 x+
 + 

2

1

1 x+  + ... + 
1

1
n

x+
 ≥ 

1 2
1 ...

n
n

n

x x x+
,

ãäå x
1
, x

2
, ..., x

n
 ≥ 1, n ≥ 2.

13. 
2

1 1

a b
+

 ≤ ab  ≤ 
2

a b+
 ≤ 

2 2

2

a b+
, ãäå a, b > 0.

14. 

1 2

1 1 1
...

n

n

a a a
+ + +

 ≤ a a a
n

n

1 2
...  ≤ 1 2

... na a a

n

+ + +
 ≤

≤ 
2 2 2

1 2
...

n
a a a

n

+ + +
, ãäå a

1
, a

2
, ..., a

n
 > 0.

15. 1

2

a

a
 + 

2

3

a

a
 + ... + 

1n

n

a

a

−
 + 

1

na

a
, ãäå a

1
, a

2
, ..., a

n
 > 0.

16.  (a
1
 + a

2
 + ... + a

n
)

1 2

1 1 1
...

na a a

 
+ + + 

 
 ≥ n2,

ãäå a
1
, a

2
, ..., a

n
 > 0.

17. 
1

2
æ

3

4
æ...æ

2 1

2

n

n

−
 ≤ 

1

3 1n + , ãäå n — íàòó-

ðàëüíîå ÷èñëî.
18. | sin (x

1
 + x

2
 + ... + x

n
) | ≤

≤ | sin x
1
 | + | sin x

2
 | + ... + | sin x

n
 |,

ãäå 0 ≤ x
1
 ≤ π, 0 ≤ x

2
 ≤ π, ..., 0 ≤ x

n
 ≤ π.

19. a
1
 + a

2

2  + ... + a
n

n  ≤ na
1
a

2
...a

n
, ãäå a

1
 ≥ a

2
 ≥

≥ ... ≥ a
n
 ≥ 1.

20. n

n  > 1

1
n

n
+ + , ãäå n — íàòóðàëüíîå ÷èñ-

ëî, n ≥ 3.

21. 1 2
sin sin ... sin nx x x

n

+ + +
 ≤ sin 1 2

... nx x x

n

+ + +
,

ãäå 0 ≤ x
1
 ≤ π, 0 ≤ x

2
 ≤ π, ..., 0 ≤ x

n
 ≤ π.

22. 
p

m

p
 + 

q
n

q
 ≥ mn, ãäå m, n, p, q > 0 è 

1

p
 + 

1

q
 = 1.

23. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñåõ âûïóêëûõ
n-óãîëüíèêîâ, âïèñàííûõ â äàííóþ îêðóæíîñòü,
íàèáîëüøóþ ïëîùàäü èìååò ïðàâèëüíûé.

24. Äîêàæèòå, ÷òî èç âñåõ âûïóêëûõ n-óãîëü-
íèêîâ, âïèñàííûõ â äàííóþ îêðóæíîñòü, íàè-
áîëüøèé ïåðèìåòð èìååò ïðàâèëüíûé.

25. 

2
2 2

2

a b −
 
 

 ≥ 
2 2

2

a b+
 – 

2

a b+
, ãäå a, b ≥ 

1

2
.

26. a
1
x

1
 + a

2
x

2
 + ... + a

n
x

n
 ≥ x x x

a a

n

a
n

1 2

1 2 ... ,

ãäå x
1
, x

2
, ..., x

n
 > 0, a

1
, a

2
, ..., a

n
 ≥ 0 è a

1
 + a

2
 +

+ ... + a
n
 = 1.

27. 

1

1 2
...

a a a a
nx x x

n

 + + +
 
 

 ≤ 

1

1 2
...

b b b b
nx x x

n

 + + +
 
 

, ãäå

x
1
, x

2
, ..., x

n
 > 0, a < b.

Ðåøåíèå óïðàæíåíèé
1. Ýòî íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ñëåä-

ñòâèåì íåîòðèöàòåëüíîñòè êâàäðàòà ðàçíîñòè

÷èñåë a  è b :

2

a b+
 – ab  = 

( ) ( )2 2

2

2

a a b b− +
 = 

( )2
2

a b−
 ≥ 0.

2. Îáúåäèíÿåì ñëàãàåìûå â ïàðû a
1
, a

2
 è a

3
,

a
4
, à çàòåì äëÿ êàæäîé èç íèõ ïðèìåíèì íåðà-

âåíñòâî Êîøè äëÿ n = 2:

1 2

2

a a+
 ≥ 1 2

a a , 3 4

2

a a+
 ≥ 3 4

a a .

Èñïîëüçóåì ýòè äâà íåðàâåíñòâà è åùå ðàç íå-
ðàâåíñòâî Êîøè äëÿ n = 2:

1 2 3 4

4

a a a a+ + +
 = 

1 2 3 4

2 2

2

a a a a+ ++
 ≥

≥ 
1 2 3 4

2

a a a a+
 ≥ 1 2 3 4

a a a a  = 4

1 2 3 4
a a a a .

3. Ðåøàåòñÿ àíàëîãè÷íî óïðàæíåíèþ 2, òîëüêî
âìåñòî ñâåäåíèÿ ê íåðàâåíñòâó Êîøè äëÿ n = 2 íóæ-
íî ñâîäèòü ê íåðàâåíñòâó Êîøè äëÿ n = m.

4. Ðàññìîòðèì ëåâóþ ÷àñòü, òî åñòü ñðåäíåå
àðèôìåòè÷åñêîå. ßñíî, ÷òî ñðåäíåå àðèôìåòè-
÷åñêîå n ÷èñåë ðàâíî ñðåäíåìó àðèôìåòè÷åñêî-
ìó ñåáÿ è ýòèõ æå n ÷èñåë. Ýòî âñå ðàâíî, ÷òî ê
ñèñòåìå òî÷åê äîáàâèòü â åå öåíòð ìàññ åùå îäíó
òî÷êó è ñíîâà ðàññ÷èòàòü öåíòð ìàññ, êîòîðûé,
åñòåñòâåííî, íå ñäâèíåòñÿ. Ïîäñòàâüòå è óáåäè-
òåñü. Òåïåðü îñòàëîñü âîçâåñòè âñå â ñòåïåíü n,
ðàçäåëèòü íà ñóììó a

1
 + a

2
 + ... + a

n–1
 è èçâëå÷ü

êîðåíü (n – 1)-é ñòåïåíè.
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5. Äîêàçàòåëüñòâî èíäóêöèåé ïî k. Áàçà èí-
äóêöèè (k = 1) — ýòî óæå äîêàçàííîå â óïðàæ-
íåíèè 1 íåðàâåíñòâî Êîøè äëÿ 2k = 21 = 2 ÷èñåë.
À øàã èíäóêöèè — óæå äîêàçàííîå óòâåðæäå-
íèå óïðàæíåíèÿ 3, êîòîðîå ïîçâîëÿåò ïåðåéòè ê
íåðàâåíñòâó Êîøè äëÿ 2k+1 ÷èñåë, åñëè äëÿ 2k

÷èñåë îíî óæå äîêàçàíî.
6. ×òî òàêîå ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè

«âíèç»? Î÷åíü ïðîñòî! Åñëè â øàãå äîêàçûâàòü,
÷òî èç ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè ñëåäóåò âåð-
íîñòü âûñêàçûâàíèÿ íå äëÿ n + 1, à äëÿ n – 1, òî
âûñêàçûâàíèå îêàæåòñÿ âåðíûì äëÿ âñåõ n íå
áîëüøèõ, à ìåíüøèõ áàçîâîãî. Òàêèì îáðàçîì,
äëÿ ðåøåíèÿ äàííîãî óïðàæíåíèÿ íóæíî âñåãî
ëèøü äîêàçàòü ýòîò øàã «âíèç». Çàìåòèì, ÷òî
èìåííî îí è áûë äîêàçàí â óïðàæíåíèè 4.

7. Óìíîæèì îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà z
n
 > 1 íà

ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî 1 – z
n+1

. Ïîëó÷èì:

z
n
 – z

n
z

n+1
 > 1 – z

n+1
.

Ïåðåíåñÿ ñëàãàåìîå (–z
n+1

) â ëåâóþ ÷àñòü ñ ïå-
ðåìåíîé çíàêà, ïîëó÷èì èñêîìîå íåðàâåíñòâî (8).

8. Âîò êàê ìîæíî äîêàçàòü âûïóêëîñòü ôóíê-
öèè y = x2, íå èñïîëüçóÿ ïðîèçâîäíûõ.

Çàïèøåì óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷å-
ðåç òî÷êè (x

1
; y

1
) è (x

2
; y

2
) íà ïàðàáîëå (ðèñ. 11),

â âèäå

y – y
1
 = 

1

2 1

x x

x x

−
− (y

2
 – y

1
)

è ñëîæèì ñ íèì íåðàâåíñòâî x2 – y < 0, êîòîðîå
íàì íåîáõîäèìî äîêàçàòü äëÿ âñåõ x èç èíòåðâà-
ëà (x

1
; x

2
):

x2 – y
1
 < 

1

2 1

x x

x x

−
− (y

2
 – y

1
).

Ðèñ. 11

Åñëè ìû äîêàæåì ýòî íåðàâåíñòâî, ýòî áóäåò
îçíà÷àòü, ÷òî óêàçàííûé îòðåçîê ïðÿìîé ïîëíî-
ñòüþ ëåæèò âûøå ïàðàáîëû, òî åñòü âåñü ïðè-
íàäëåæèò ïîäãðàôèêó, ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, áó-
äåò îçíà÷àòü åãî âûïóêëîñòü. Èòàê, ðàçäåëèì
ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî íà x – x

1
:

2

1

1

x y

x x

−
−  < 

2 1

2 1

y y

x x

−
− .

Îñòàëîñü ïîäñòàâèòü âìåñòî y
1
 è y

2
 ñîîòâåò-

ñòâóþùèå çíà÷åíèÿ y
1
 = x

1

2 , y
2
 = x

2

2 , à çàòåì ñî-

êðàòèòü ïîëó÷åííûå äðîáè íà ðàçíîñòè x – x
1
 è

x
2
 – x

1
. Ïîëó÷èì:

x + x
1
 ≤ x

2
 + x

1
.

Ýòî î÷åâèäíî âåðíîå íåðàâåíñòâî, êîòîðîå â
ñèëó íàøèõ ïðåîáðàçîâàíèé ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíò-
íûì èñõîäíîìó. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

9. Ïðÿìàÿ ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé è âîãíóòîé îä-
íîâðåìåííî. Ýòîò ïðèìåð î÷åíü õîðîø, ïîòîìó
êàê èëëþñòðèðóåò, ÷òî ïî÷òè â ëþáûõ îïðåäå-
ëåíèÿõ ñóùåñòâóþò ïðåäåëüíûå ìîìåíòû. Êñòà-
òè, ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî äðóãèõ îäíîâðåìåííî è
âûïóêëûõ, è âîãíóòûõ ôóíêöèé íåò.

10. Äîêàæåì ýòî óòâåðæäåíèå ïî èíäóêöèè.
Áàçà äëÿ îäíîé òî÷êè î÷åâèäíà, ïîòîìó ÷òî îäíó
òî÷êó ìû ìîæåì áðàòü òîëüêî â îäíîì ïîðÿäêå.
Òåïåðü äîêàæåì øàã èíäóêöèè. Ïóñòü äëÿ n òî-
÷åê ìû óæå äîêàçàëè, ÷òî íåçàâèñèìî îò ïîðÿä-
êà, â êîòîðîì ìû áåðåì òî÷êè äëÿ âû÷èñëåíèÿ
êîîðäèíàò öåíòðà ìàññ, âñå ðàâíî ïîëó÷àþòñÿ
âûðàæåíèÿ íàïîäîáèå (10), òî åñòü

x
C
 = 

1 1 2 2

1 2

...

...

n n

n

m x m x m x

m m m

+ + +
+ + + ,

y
C
 = 

1 1 2 2

1 2

...

...

n n

n

m y m y m y

m m m

+ + +
+ + + .

Òåïåðü ïîïðîáóåì äîêàçàòü òî æå ñàìîå äëÿ ïðî-
èçâîëüíûõ n + 1 òî÷åê. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíûé ïî-
ðÿäîê, â êîòîðîì ìû áóäåì áðàòü òî÷êè äëÿ âû÷èñ-
ëåíèÿ êîîðäèíàò öåíòðà ìàññ. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáù-
íîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîñëåäíåé äîáàâëÿåòñÿ
òî÷êà (x

n+1
; y

n+1
) (ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òàêîãî ìîæíî

äîáèòüñÿ ïðîñòîé ïåðåíóìåðàöèåé òî÷åê). Òàêèì
îáðàçîì, öåíòð ìàññ âñåé ñèñòåìû èç n + 1 òî÷åê
ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì ìàññ ñèñòåìû äâóõ òî÷åê —
òî÷êè ìàññû m

n+1
 ñ êîîðäèíàòàìè (x

n+1
; y

n+1
) è òî÷-

êè ìàññû m
1
 + m

2
 + ... + m

n
 ñ êîîðäèíàòàìè

1 1 2 2 1 1 2 2

1 2 1 2

... ...
;

... ...

n n n n

n n

m x m x m x m y m y m y

m m m m m m

 + + + + + +
 + + + + + + 

(ýòó âòîðóþ òî÷êó ìû ïîëó÷àåì ïî îïðåäåëåíèþ
èíäóêöèè). Ìû óæå çíàåì, ÷òî öåíòð ìàññ ñèñ-
òåìû èç ýòèõ äâóõ òî÷åê èìååò êîîðäèíàòû

x
C
 = 

( )
( )

1 1 2 2

1 2 1 1

1 2

1 2 1

...
...

...

...

n n

n n n

n

n n

m x m x m x
m m m x m

m m m

m m m m

+ +

+

+ + + + + + +
+ + +

+ + + +
,

y
C
 = 

( )
( )

1 1 2 2

1 2 1 1

1 2

1 2 1

...
...

...

...

n n

n n n

n

n n

m y m y m y
m m m y m

m m m

m m m m

+ +

+

+ + + + + + +
+ + +

+ + + + .

À èìåííî ýòî è íóæíî áûëî äîêàçàòü â øàãå
èíäóêöèè. Ïîñêîëüêó ìû ñ ñàìîãî íà÷àëà âçÿëè
ïðîèçâîëüíûé ïîðÿäîê âûáîðà òî÷åê, òî ôîðìó-
ëû áóäóò âåðíû â ëþáîì ñëó÷àå, à çíà÷èò, îíè
íå çàâèñÿò îò ïîðÿäêà âûáîðà òî÷åê. ×òî è òðå-
áîâàëîñü.

x

y

x1 x2

y
2

y
1

y x= 2
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Îòâåòñòâåííûé ñåêðåòàðü Ò. ×åðêàâñêàÿ
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Ó÷ðåäèòåëü
ÎÎÎ

«×èñòûå ïðóäû»

Ãàçåòà
«Ìàòåìàòèêà»

âûõîäèò
2 ðàçà â ìåñÿö

Öåíà ñâîáîäíàÿ

Ïðî êàëåíäàðü è òðåóãîëüíèêè
Âñåãäà òðóäíî ïîäîáðàòü õîðîøóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ

çàäà÷ó äëÿ ñåìèêëàññíèêîâ  (òåì áîëåå íà äîêàçàòåëüñòâî!).

Ïðè ýòîì âàæíî íàõîäèòü åùå è  òàêèå çàäà÷è, êîòîðûå

øêîëüíèêàì õîòåëîñü áû ðåøàòü. Ïîïðîáóéòå ïðåäëîæèòü

çàäà÷ó ïðî êàëåíäàðü äåòÿì, êîòîðûå óñòàëè îò ñòàíäàðò-

íûõ çàäà÷ íà ïðèçíàêè ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ. Âû óâè-

äèòå, ÷òî äàæå ñàìûå ëåíèâûå ñ èíòåðåñîì íà÷íóò èçìå-

ðÿòü óãëû è îòðåçêè, à äàëüøå äîêàçûâàòü, ÷òî òðåóãîëü-

íèê ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíûì è ðàâíîáåäðåííûì.

Ðåøèâ çàäà÷ó, ìîæíî ïðîäîëæèòü åå èññëåäîâà-

íèå. Íàïðèìåð, ìîæíî äîñòðîèòü òðåóãîëüíèê äî êâàä-

ðàòà è ïîñìîòðåòü, â êàêóþ êëåòî÷êó ïîïàäåò ÷åòâåð-

òàÿ âåðøèíà. Ìîæíî òàêæå ñäåëàòü «êàëåíäàðü» íà

ãîä — ïðîíóìåðîâàòü âñå äíè ãîäà ÷èñëàìè îò 1 äî

365 — è èçó÷èòü, êàê ðàñïîëîæåíû ÷èñëà, êðàòíûå

äåñÿòè.
Í. Íåòðóñîâà

Çàäà÷à. Íàòàøà ñäåëàëà èç ëèñòà êëåò÷àòîé áóìà-

ãè êàëåíäàðü íà ÿíâàðü 2006 ãîäà è çàìåòèëà, ÷òî

öåíòðû êëåòîê 10, 20 è 30 ÿíâàðÿ îáðàçóþò ðàâíî-

áåäðåííûé ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê. Íàòàøà ïðåä-

ïîëîæèëà, ÷òî ýòî áóäåò âåðíî è â ëþáîì äðóãîì ãîäó,

çà èñêëþ÷åíèåì òåõ ëåò, êîãäà öåíòðû êëåòîê 10, 20

è 30 ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Ïðàâà ëè Íàòàøà?

Ðåøåíèå. Íàòàøà ïðàâà. Âñåãî ñóùåñòâóåò 7 ðàç-

ëè÷íûõ âàðèàíòîâ ðàñïîëîæåíèÿ äàò â ÿíâàðñêîì

êàëåíäàðå (â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêèì  äíåì íåäå-

ëè áóäåò 1 ÿíâàðÿ). Ïðè ýòîì ñóùåñòâóåò âñåãî òðè

ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûõ ñèòóàöèè ðàñïîëîæåíèÿ ÷è-

ñåë 10–20–30 (ñì. ïåðâûå òðè ðèñóíêà), îñòàëüíûå

ïîëó÷àþòñÿ èç ïåðâûõ äâóõ ãîðèçîíòàëüíûìè ñäâè-

ãàìè òðåóãîëüíèêà.

Ïðîâåðèì Íàòàøèíî ïðåäïîëî-

æåíèå äëÿ ïåðâîãî ñëó÷àÿ, à äëÿ

âòîðîãî ñëó÷àÿ ðàññóæäåíèÿ áóäóò

àíàëîãè÷íûìè. Î÷åâèäíî, ÷òî ó

òðåóãîëüíèêà 30–9–10 óãîë 9 ïðÿ-

ìîé (ñì. ÷åòâåðòûé ðèñóíîê), è,

àíàëîãè÷íî, ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì óãîë

13 ó òðåóãîëüíèêà 10–13–20. ßñíî, ÷òî ñòîðîíû 9–30

è 10–13 ðàâíû; àíàëîãè÷íî ðàâíû ñòîðîíû 9–10 è

13–20. Ïîýòîìó òðåóãîëüíèêè 9–30–10 è 13–10–20

ðàâíû ïî äâóì ñòîðîíàì è óãëó ìåæäó íèìè. Çíà÷èò,

îòðåçêè 10–30 è 10–20 ðàâíû. Òàê êàê ñóììà óãëîâ â

òðåóãîëüíèêå ðàâíà 180°, ïîëó÷àåì, ÷òî ñóììà îñò-

ðûõ óãëîâ â òðåóãîëüíèêå 9–10–30 ðàâíà

180° – 90° = 90°.
Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ñóììà óãëîâ, äîïîëíÿþùèõ

óãîë 10 äî ðàçâåðíóòîãî óãëà, ðàâíà ñóììå îñòðûõ

óãëîâ òðåóãîëüíèêà 9–10–30. Çíà÷èò, óãîë 10 òîæå

ðàâåí 90°. Èòàê, òðåóãîëüíèê 10–20–30 ÿâëÿåòñÿ ðàâ-

íîáåäðåííûì ïðÿìîóãîëüíûì.

Ýòà çàäà÷à áûëà ïðåäëîæåíà øêîëüíèêàì 7-ãî

êëàññà íà Ìàòåìàòè÷åñêîì ïðàçäíèêå â 2006 ãîäó.
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Ðåäàêöèÿ ãàçåòû «Ìàòåìàòèêà»
îáúÿâëÿåò êîíêóðñ ôîòîãðàôèé
«Ëåòî–îñåíü-2006». Íà êîíêóðñ
ïðèíèìàþòñÿ ôîòîãðàôèè, íà
êîòîðûõ çàïå÷àòëåíû ó÷èòåëÿ ìàòå-
ìàòèêè è èõ ó÷åíèêè 5–11-õ êëàññîâ
â ó÷åáíîì ïðîöåññå, íà çàíÿòèÿõ
êðóæêà, îëèìïèàäàõ, â ëåòíèõ ìàòå-
ìàòè÷åñêèõ øêîëàõ è ïð. Ê êàæäîé
ôîòîãðàôèè íåîáõîäèìî ïðèëîæèòü
êðàòêîå îïèñàíèå èçîáðàæåííîãî íà
íåé ñîáûòèÿ (ìåñòî, âðåìÿ, äåéñòâó-
þùèå ëèöà).

Ôîòîãðàôèè ìîãóò áûòü öâåòíû-
ìè èëè ÷åðíî-áåëûìè. Ôîðìàò äëÿ
ôîòîãðàôèé, îòïå÷àòàííûõ íà ôî-
òîáóìàãå, íå ìåíåå 10 × 15 ñì.
Öèôðîâûå ôîòîãðàôèè ìîãóò áûòü
ïðèñëàíû íà ýëåêòðîííîì íîñèòåëå
èëè ïî ýëåêòðîííîé ïî÷òå. Ðàçìåð öèôðîâûõ ôîòîãðàôèé
íå ìåíåå 800 × 600 ïèêñåëåé, ôîðìàò — JPG, êà÷åñòâî,
èñïîëüçóåìîå ïðè ñîõðàíåíèè  JPG-ôàéëîâ, — âûñîêîå
(high).

Ëó÷øèå ôîòîãðàôèè áóäóò íàïå÷àòàíû â ãàçåòå, à ïî-
áåäèòåëü ïîëó÷èò áåñïëàòíóþ ïîäïèñêó íà ïåðâîå
ïîëóãîäèå 2007 ãîäà.

Âíèìàíèå, êîíêóðñ!


