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ÂÍÈÌÀÍÈÅ, ÀÍÎÍÑ!

Â äåêàáðå ýòîãî ãîäà èñïîëíèòñÿ 125 ëåò ñî äíÿ ðîæäå-
íèÿ óíèêàëüíîãî ÷åëîâåêà — ßêîâà Ïåðåëüìàíà. Ýòîò
÷åëîâåê — ÿâëåíèå â íàøåé îòå÷åñòâåííîé íàó÷íî-ïîïó-
ëÿðíîé ëèòåðàòóðå. Îí — ïîïóëÿðèçàòîð íàóêè. Ðàññêà-
çûâàòü íåïîäãîòîâëåííîìó ÷èòàòåëþ î ñëîæíûõ ìàòåìà-
òè÷åñêèõ èëè ôèçè÷åñêèõ ìàòåðèÿõ ìîæåò òîëüêî òîò,
êòî ïîíèìàåò ñàìó ñóòü ýòîãî ÿâëåíèÿ. Ïåðåëüìàí äåëàë
ýòî íå òîëüêî äîñòóïíî, íî è ÿðêî, èíòåðåñíî, óâëå÷åííî,
êðóã åãî èíòåðåñîâ áûë âåñüìà îáøèðåí. Òàêèõ ëþäåé
íåìíîãî: ðÿäîì ñ íèì ÿ áû, ïîæàëóé, ïîñòàâèëà ëèøü
àìåðèêàíñêîãî ìàòåìàòèêà Ìàðòèíà Ãàðäíåðà.

Â ñâÿçè ñ ëè÷íîñòüþ Ïåðåëüìà-
íà ÿ ïîäóìàëà âîò î ÷åì: èíîãäà
êàæåòñÿ, ÷òî æèâåò ãåíèàëüíûé
÷åëîâåê, ãåíåðèðóåò êàêèå-òî èäåè,
âîïëîùàåò èõ â æèçíü, íî åãî äåëî
óìèðàåò âìåñòå ñî ñâîèì ãåíèàëü-
íûì àâòîðîì. Ê ñ÷àñòüþ, ýòî íå
òàê: èäåè åñëè è çàáûâàþò, òî íà
âðåìÿ — äî ñëåäóþùåãî íåóãîìîí-
íîãî, íåðàâíîäóøíîãî ÷åëîâåêà,
ñïîñîáíîãî ïîäõâàòèòü è ðàçâèòü
èõ, âäîõíóòü íîâóþ æèçíü. Ìûñëü
î òîì, ÷òî íàó÷íûå èäåè íàäî ïðî-
ïàãàíäèðîâàòü, çàæèãàòü èìè ìî-
ëîäûå óìû, êàçàëîñü áû, áûëà àê-
òóàëüíà òîëüêî â 20–30-å ãîäû,
êîãäà «øèðîêèå íàðîäíûå ìàññû»,
êàê áûëî ïðèíÿòî ãîâîðèòü, ïîëó-

÷èëè äîñòóï ê îáðàçîâàíèþ, à â ýïîõó âñåîáùåãî ñðåäíå-
ãî íåîáõîäèìîñòü â ýòîì îòïàëà. Îêàçûâàåòñÿ ýòî íå òàê,
ïîòîìó ÷òî ìîëîäûå óìû, ïåðåãðóæåííûå ôîðìàëüíûìè
çíàíèÿìè, ñ êîòîðûìè íå çíàþò, ÷òî äåëàòü, çàäàþòñÿ
âîïðîñàìè: çà÷åì? ÷òî ìíå ýòî äà¸ò? ãäå ïðèìåíÿåòñÿ? È
ñíîâà íàõîäÿòñÿ ýíòóçèàñòû, ãîòîâûå îòâå÷àòü íà ýòè
âîïðîñû: îäèí èç íèõ — ÿïîíñêèé ìàòåìàòèê Äæèí Àêè-
ÿìà, î êîòîðîì ìû ïèñàëè íå òàê äàâíî. Ïðîôåññèîíàëü-
íûé ìàòåìàòèê, çàíèìàâøèéñÿ ïîäãîòîâêîé ÿïîíñêèõ
øêîëüíèêîâ ê ìåæäóíàðîäíûì îëèìïèàäàì, ïðèøåë ê
èäåå, ÷òî ðàññêàçûâàòü î ìàòåìàòèêå, ïîêàçûâàòü êðàñî-
òó ìàòåìàòè÷åñêèõ èäåé íàäî âñåì, à íå òîëüêî òåì, êòî
èíòåðåñ ê ýòîìó óæå ïðîÿâëÿåò. Îí ïîäõâàòèë è äðóãóþ
èäåþ Ïåðåëüìàíà — ñîçäàíèå Äîìà çàíèìàòåëüíîé íà-
óêè. Íà áåðåãó Îõîòñêîãî ìîðÿ Àêèÿìà ñîçäàë ìàòåìà-
òè÷åñêèé Äèñíåéëåíä ñî ìíîæåñòâîì ìîäåëåé, êîòîðûå
îæèâàþò â åãî ðóêàõ, â ðóêàõ ìàëåíüêèõ ïîñåòèòåëåé,
äåìîíñòðèðóÿ êàêóþ-òî ìàòåìàòè÷åñêóþ òåîðåìó èëè çà-
êîíîìåðíîñòü. Îñòàåòñÿ íàäåÿòüñÿ, ÷òî êîãäà-íèáóäü ÷òî-
òî ïîäîáíîå óäàñòñÿ ñîçäàòü è â íàøåé ñòðàíå.

À ìû õîòèì ïðåäëîæèòü âàì âñïîìíèòü î íàøåì ñ âàìè
çàìå÷àòåëüíîì ñîîòå÷åñòâåííèêå, ðàññêàçàòü î åãî æèç-
íè, î åãî êíèãàõ ñâîèì ó÷åíèêàì. Ìíîãîå, î ÷åì â íèõ
íàïèñàíî, èíòåðåñíî è ñåé÷àñ. Â íèõ ìíîãî èäåé, êîòîðûå
ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ óðîêà: çàìûñåë óðîêà, êîòîðûé
âû íàéäåòå â ýòîì íîìåðå, êàê ðàç è íàâåÿí ðàññêàçîì èç
êíèãè Ïåðåëüìàíà «Çàíèìàòåëüíàÿ ãåîìåòðèÿ». Âîçìîæ-
íî, âû óæå ïîëüçóåòåñü íà óðîêàõ ìàòåìàòè÷åñêèìè ôî-
êóñàìè èëè ðåáóñàìè, çàäà÷àìè íà ïîñòðîåíèå íà ìåñòíî-
ñòè, èëè âàì çàõî÷åòñÿ ïðîâåñòè âíåêëàññíîå ìåðîïðèÿ-
òèå ïî ìîòèâàì åãî êíèã. Ïîäåëèòåñü ýòèì ñ êîëëåãàìè.
Íàèáîëåå óäà÷íûå ìàòåðèàëû ìû îïóáëèêóåì â íîìåðå
ãàçåòû, êîòîðûé âûéäåò â êîíöå ãîäà è áóäåò ïîñâÿùåí
ßêîâó Ïåðåëüìàíó. È ïîäãîòîâèì ïîäàðêè: êíèãè ïî çà-
íèìàòåëüíîé ìàòåìàòèêå.

Ë. Ðîñëîâà

Ê þáèëåþ
ß.È. Ïåðåëüìàíà
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Ó÷èòåëü. Ðåáÿòà, ÿ õî÷ó íà÷àòü íàø óðîê ñ ôðàã-
ìåíòà ðàññêàçà Ë.Í. Òîëñòîãî «Ìíîãî ëè ÷åëîâåêó
çåìëè íóæíî» î êðåñòüÿíèíå Ïàõîìå, ïîêóïàâøåì
çåìëþ ó áàøêèðöåâ.

— À öåíà êàêàÿ áóäåò? — ãîâîðèò Ïàõîì.
— Öåíà ó íàñ îäíà: 1000 ð. çà äåíü.
Íå ïîíÿë Ïàõîì.
— Êàêàÿ æå ýòî ìåðà — äåíü? Ñêîëüêî â íåé äå-

ñÿòèí áóäåò?
— Ìû ýòîãî, — ãîâîðèò, — íå óìååì ñ÷èòàòü. À

ìû çà äåíü ïðîäàåì; ñêîëüêî îáîéäåøü â äåíü, òî è
òâîå, à öåíà 1000 ð.

Óäèâèëñÿ Ïàõîì.
— Äà âåäü ýòî, — ãîâîðèò, — â äåíü îáîéòè çåìëè

ìíîãî áóäåò.
Çàñìåÿëñÿ ñòàðøèíà.
— Âñÿ òâîÿ, — ãîâîðèò. — Òîëüêî îäèí óãîâîð:

åñëè íàçàä íå ïðèäåøü â äåíü ê òîìó ìåñòó, ñ êàêîãî
âîçüìåøüñÿ, ïðîïàëè òâîè äåíüãè.

— À êàê æå, — ãîâîðèò Ïàõîì, — îòìåòèòü, ãäå ÿ
ïðîéäó?

— À ìû ñòàíåì íà ìåñòî, ãäå òû îáëþáóåøü; ìû
ñòîÿòü áóäåì, à òû èäè, äåëàé êðóã, à ñ ñîáîé ñêðåáêó
âîçüìè è, ãäå íàäîáíî, çàìå÷àé, íà óãëàõ ÿìêè ðîé,
äåðíè÷êè êëàäè; ïîòîì ñ ÿìêè íà ÿìêó ïëóãîì ïðîé-
äåì. Êàêîé õî÷åøü êðóã çàáèðàé, òîëüêî äî çàõîäà
ñîëíöà ïðèõîäè ê òîìó ìåñòó, ñ êàêîãî âçÿëñÿ. ×òî
îáîéäåøü, âñå òâîå.

Ôèãóðà, êîòîðàÿ ïîëó÷èëàñü ó Ïàõîìà, èçîáðàæå-
íà íà ðèñóíêå. ×òî ýòî çà ôèãóðà?

2

10
15

13

[Ïðÿìîóãîëüíàÿ òðàïåöèÿ.]
À ïåðèìåòð åå ìû ìîæåì íàéòè?

[P = 2 + 13 + 10 + 15 = 40 êì.]
Êàêîâà ïëîùàäü ýòîé òðàïåöèè?

S = + ⋅ =
L

N
M

O

Q
P

2 10

2
13 78 êì2.

Ðåáÿòà, êàê âû äóìàåòå, íàèáîëüøóþ ëè ïëîùàäü
ïîëó÷èë Ïàõîì?

Ñåãîäíÿ íà óðîêå ìû ýòî è âûÿñíèì. ×òîáû ðå-
øèòü ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó, íàì íåîáõîäèìî âñïîì-
íèòü:

1. Àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ íàèáîëüøåãî è íàèìåíü-
øåãî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè.

2. Êàêèå òî÷êè íàçûâàþòñÿ êðèòè÷åñêèìè?
Íà äîñêå íàïèñàíî:

à) y = x3, x Ý [–2; 3];    á) y = –5x, x Ý [–2; 3].
Çàäàíèå. Íàéäèòå íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà-

÷åíèÿ ôóíêöèè íà çàäàííîì ïðîìåæóòêå.

Ó÷èòåëü. Çàïèøåì â òåòðàäè ñëåäóþùóþ çàäà÷ó.
Çàäà÷à. Ïåðèìåòð ïðÿìîóãîëüíèêà ðàâåí 60 ñì.

Êàêóþ äëèíó äîëæíû èìåòü ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíè-
êà, ÷òîáû ïëîùàäü áûëà íàèáîëüøåé?

Ðåøåíèå. Ïóñòü a è b — ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíèêà,
òîãäà

P = 2(a + b) = 60, a + b = 30, S = aæb, b = 30 – a.
Âñïîìèíàåì âìåñòå ñ ó÷àùèìèñÿ àëãîðèòì íàõîæ-

äåíèÿ íàèáîëüøåãî è íàèìåíüøåãî çíà÷åíèé ôóíê-
öèè.

1. Âûáèðàåì íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ x è âûðà-
æàåì ÷åðåç íåå ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíèêà: x — äëèíà
ïðÿìîóãîëüíèêà, 30 – x — øèðèíà ïðÿìîóãîëüíèêà.
Òîãäà 0 < x ≤ 30.

2. Çàïèñûâàåì ôóíêöèþ:
S(x) = xæ(30 – x) = 30x – x2.

3. Íàõîäèì ïðîèçâîäíóþ: SR(x) = 30 – 2x.
4. Íàõîäèì êðèòè÷åñêèå òî÷êè: 30 – 2x = 0, x = 15.
Çíà÷èò, äëèíà ïðÿìîóãîëüíèêà ðàâíà 15 ñì, à

øèðèíà ðàâíà 30 – 15 = 15 ñì.
Êàêàÿ ýòî ôèãóðà?

[Êâàäðàò.]
Îòâåò: êâàäðàò ñî ñòîðîíîé 15 ñì.

Ó÷èòåëü. À òåïåðü âåðíåìñÿ ê çàäà÷å, ñ êîòîðîì
ìû íà÷àëè óðîê. Çíà÷èò, êàêóþ ôèãóðó Ïàõîì äîë-
æåí áûë îáîéòè?

[Êâàäðàò.]
P = 40 êì, a = 10 êì, S = 10æ10 = 100 êì2.

Ó÷èòåëü. Ðåøèòå åùå äâå çàäà÷è ïðèêëàäíîãî
õàðàêòåðà.

Çàäà÷à ñ ôèçè÷åñêèì ñìûñëîì. Ìàòåðèàëüíàÿ òî÷-
êà äâèæåòñÿ ïî çàêîíó h(t) = 2 + 6t – 4t2, ãäå h(t) —
ïóòü â ìåòðàõ è t — âðåìÿ â ñåêóíäàõ. Êàêîé ïóòü
ïðîéäåò òî÷êà äî îñòàíîâêè?

Îòâåò: 4,25 ì.
Çàäà÷à ñ ãåîìåòðè÷åñêèì ñìûñëîì. Íàéäèòå ðàç-

ìåðû êîðîáêè íàèáîëüøåãî îáúåìà, â îñíîâàíèè êîòî-
ðîé ëåæèò êâàäðàò, à ïîëíàÿ ïîâåðõíîñòü ðàâíà 12 ì2.

Îòâåò: 2 ì è 1 ì.

Â. ÁÀËÀÁÀÍÎÂÀ,

ð.ï. Áåëûé ßð, Òþìåíñêàÿ îáë.

Ðåøåíèå ïðèêëàäíûõ çàäà÷ ïî òåìå
«Íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè»
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×åòêèé ãîëîñ ïðåïîäàâàòåëÿ: «Çàäàíèå íà äîñêå.
Ïðèñòóïàéòå ê ðåøåíèþ». È ìîè ãëàçà âèäÿò ñëå-

äóþùóþ çàïèñü: (a + 1)æx = a2 – 1. ×òî íóæíî äå-

ëàòü? Êàæåòñÿ, ÿ îòâëåêëàñü, ÷òî-òî ïðîïóñòèëà.
×òî ÿ ìîãó? Ðàñêðûòü ñêîáêè, ðàçäåëèòü, óìíîæèòü,
ñëîæèòü? ×òî âíà÷àëå: óìíîæèòü, èëè âñå æå íå

òðîãàòü ñêîáêè? È çà÷åì? Ïîõîæå, áåç ïîâòîðíîé

ôîðìóëèðîâêè çàäà÷è íå îáîéòèñü. «×òî ýòî?» —
âîïðîñ ñîñåäó. È åãî ãðóñòíàÿ êîíñòàòàöèÿ: «Îïÿòü

óðàâíåíèå ñ ïàðàìåòðîì». Íàâîäÿùèé âîïðîñ ñîñå-

äó: «Ïàðàìåòð — ýòî ÷òî?» «Áóêâî÷êà, íå ïîì-

íèøü?» Íî èõ çäåñü äâå! È â òîò ìîìåíò, êîãäà òû

óæå îòêàçàëàñü îò áîðüáû, îòêóäà-òî èçíóòðè âîç-

íèêàåò ôðàçà: «Íèêîãäà íå ñäàâàéñÿ!»

Ïîñëå ïîäîáíûõ ðàçìûøëåíèé Âèêà ñàìà ðåøèëà
ïîñòàðàòüñÿ îïðåäåëèòü, ÷òî æå ìåøàåò ïîíÿòü óñëî-
âèå çàäà÷è. Ïðàâäà, íà ýòî óøëî íåñêîëüêî äíåé äî-
ìàøíåé ðàáîòû è êîíñóëüòàöèé ñ ó÷èòåëåì.

Íà÷íåì ñ äðóãîãî: ÷òî ÿ â ýòîì çàäàíèè ïîíè-

ìàþ? Íà äîñêå íàïèñàíî ÓÐÀÂÍÅÍÈÅ.

Âèêà õîðîøî ó÷èëàñü â 5–7-õ êëàññàõ, ïî ìàòåìà-
òèêå ó íåå áûëè òîëüêî ïÿòåðêè. Äà è çàãëÿíóòü â
ñîõðàíèâøèåñÿ ó÷åáíèêè ïðîøëûõ ëåò òðóäà íå ñî-
ñòàâèëî.

«Ìàòåìàòèêà. 5 êëàññ». Àâòîð — Í.ß. Âèëåíêèí.
«Óðàâíåíèåì íàçûâàåòñÿ ðàâåíñòâî, ñîäåðæàùåå

áóêâó, çíà÷åíèå êîòîðîé íàäî íàéòè». «Çíà÷åíèå áóê-
âû, ïðè êîòîðîì èç óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåòñÿ âåðíîå ÷èñ-

ëîâîå ðàâåíñòâî, íàçûâàþò êîðíåì óðàâíåíèÿ». «Ðå-
øèòü óðàâíåíèå — çíà÷èò íàéòè âñå åãî êîðíè (èëè
óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòî óðàâíåíèå íå èìååò íè îäíîãî êîð-
íÿ)». À â ó÷åáíèêå 7-ãî êëàññà ïîÿâëÿåòñÿ äîïîëíè-
òåëüíîå ïîÿñíåíèå: áóêâà ñêðûâàåò ïîä ñîáîé íåèçâå-
ñòíóþ âåëè÷èíó; ðàâåíñòâà áûâàþò ñ îäíîé èëè äâó-
ìÿ íåèçâåñòíûìè âåëè÷èíàìè.

À ñ òðåìÿ áûâàþò? À ñ äåñÿòüþ?
Ìû, îêàçûâàåòñÿ, óæå «ïðîõîäèëè» ëèíåéíûå

óðàâíåíèÿ ñ îäíèì èëè äâóìÿ íåèçâåñòíûìè. Âñïî-

ìèíàþ: x + 3 = 5, x + y = 4 — òîæå óðàâíåíèÿ.

«Ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ íàçûâàåòñÿ ïàðà çíà÷åíèé
ïåðåìåííûõ, îáðàùàþùàÿ ýòî óðàâíåíèå â âåðíîå
ðàâåíñòâî».

Ó íàñ íà äîñêå ðàâåíñòâî ñ äâóìÿ áóêâàìè. Ìû íà

âåðíîì ïóòè è ñåé÷àñ ïîëó÷èì ñïîñîá áîðüáû ñ èì.

À ñêîëüêî òàêèõ ïàð ñóùåñòâóåò? È êàê èõ íàé-

òè? Ïîïðîáóåì ïîäîáðàòü: x
1
 = 2, y

1
 = 3 — íå ïîäõî-

äèò; x
2
 = 2, y

2
 = 2 — ñîøëîñü!

Âñå?

Íåò, x
3
 = 3, y

3
 = 1 — òîæå ïîäõîäÿùàÿ ïàðî÷êà.

Êàê æå ó÷èëè? y = 4 – x. Áåðåì ëþáîå x, ïîëó÷àåì

ëþáîå y. Êàê êðàñèâî çàïèñàòü îòâåò? Àãà, x Ý R,
y Ý R. Êàæåòñÿ, ÿ ïîäðàçóìåâàëà íå òî, x ÿ ìîãó

âçÿòü ëþáîå, à y äëÿ íåãî îïðåäåëÿåòñÿ ïî ïðàâèëó

y = 4 – x.

Ò. ÆÀÂÎÐÎÍÊÎÂÀ,

ã. Ïÿòèãîðñê, Ñòàâðîïîëüñêèé êðàé

Ñîâåòû ïî óñòàíîâëåíèþ
äîáðûõ îòíîøåíèé ñ ïàðàìåòðàìè

Áîëåå 10 ëåò ÿ ïðåïîäàþ ìàòåìàòè-
êó è ôèçèêó ïî ïðîãðàììå óãëóáëåííî-
ãî èçó÷åíèÿ äàííûõ ïðåäìåòîâ ñ 8-ãî ïî
11-é êëàññ. Ìíå íðàâÿòñÿ ìîè ó÷åíèêè,
ðàäóþò èõ ðåçóëüòàòû ïîñëåäóþùåãî
îáó÷åíèÿ â âóçàõ Ìîñêâû è Ñàíêò-Ïå-
òåðáóðãà, à êîãäà ìåíÿ ñïðàøèâàþò î
ñàìûõ ñëîæíûõ ýòàïàõ ðàáîòû, òî ÿ íå-
èçìåííî îòìå÷àþ ìàòåìàòèêó â 8-ì
êëàññå è ôèçèêó â 9-ì. Åñëè â ýòîì âîç-
ðàñòå íå ôîðìèðóåòñÿ óìåíèå çàäàâàòü
âîïðîñû ñàìîìó ñåáå è èñêàòü ñàìîñòî-
ÿòåëüíî îòâåòû íà íèõ, ó÷åíèêè ñòàëêè-
âàþòñÿ ñ áîëüøèìè ïðîáëåìàìè â ðà-
áîòå ñ íåñòàíäàðòíûìè çàäàíèÿìè â
ñòàðøåé øêîëå.

Ó÷èëàñü â ìîåì êëàññå ïðåêðàñíàÿ
äåâî÷êà Âèêà, îáëàäàâøàÿ ìíîæåñòâîì
òàëàíòîâ: îíà çàìå÷àòåëüíî òàíöåâàëà,

õîðîøî ðèñîâàëà, à òàêæå óìåëà êðèòè-
÷åñêè âçãëÿíóòü íà ñàìûå ðàçíîîáðàç-
íûå ïðîáëåìû. Ñåé÷àñ Âèêà çàêàí÷èâà-
åò ÌÀÈ, à ìíîãî÷èñëåííûå áåñåäû, èíè-
öèèðîâàííûå åþ â êëàññå, ïîçâîëÿþò
ìíå ëó÷øå ïîíèìàòü ìîèõ íûíåøíèõ
ó÷åíèêîâ. Ñðàçó îòìå÷ó, ÷òî â òîì âû-
ïóñêå áûëè è áîëåå ñïîñîáíûå ðåáÿòà,
îäíàêî îïûò ìîåé ðàáîòû ïîäñêàçûâà-
åò, ÷òî îðèåíòèðîâàòüñÿ íà èõ óðîâåíü
ïîíèìàíèÿ ïðîáëåì íà íà÷àëüíîì ýòà-
ïå îáó÷åíèÿ íåëüçÿ.

Êîíòðîëüíûå ðàáîòû ñ 8-ãî êëàññà ÿ
ïðîâîäèëà ïî ñëåäóþùåé ñõåìå: ó ðå-
áÿò áûë èçáûòî÷íûé íàáîð çàäàíèé, êî-
òîðûå îöåíèâàëèñü ðàçëè÷íûì ÷èñëîì
áàëëîâ, è äëÿ ïîëó÷åíèÿ îòìåòêè «îò-
ëè÷íî» ìîæíî áûëî âûáðàòü çàäà÷è ñà-
ìîìó. È ïðàêòè÷åñêè íèêòî èç ó÷àùèõ-

ñÿ íå âûáèðàë çàäàíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè.
Ìíå ïðèõîäèëîñü ïðèäóìûâàòü ñàìîñòî-
ÿòåëüíûå ðàáîòû, ñîñòîÿâøèå òîëüêî èç
ïîäîáíûõ çàäà÷, ôàêòè÷åñêè ïåðåõîäÿ
îò äåìîêðàòèè ê äèêòàòóðå. Ñèòóàöèÿ
ñòàëà ìåíÿòüñÿ ê ëó÷øåìó ïîñëå ðàçãî-
âîðà èìåííî ñ Âèêîé. Îíà ÷åñòíî ðàñ-
ñêàçàëà î âñåõ «ãëóïûõ» âîïðîñàõ è ñî-
ìíåíèÿõ, êîòîðûå âûçûâàëè ìîè çàäà-
íèÿ, à ïîòîì âûÿñíèëîñü, ÷òî ýòè æå
ïðîáëåìû âîçíèêàëè è ó äðóãèõ ðåáÿò.
Ðàçðåøàëè ìû èõ â õîäå áåñåä, êîòîðûå
íîñèëè íåôîðìàëüíûé õàðàêòåð.

Â äàííîé ñòàòüå êóðñèâîì âûäåëå-
íû ìûñëåííûå èëè ïðÿìûå âîïðîñû ó÷à-
ùèõñÿ, à òàêæå ñôîðìóëèðîâàííûå èìè
â èòîãå ñîâåòû (ïðàâèëà) ïî îáðàùåíèþ
ñ ïàðàìåòðàìè. Âîçìîæíî, ýòè ñîâåòû
ïîìîãóò è äðóãèì ó÷åíèêàì.
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Äà, ìåæäó ïåðåìåííûìè åñòü ñâÿçü, îíè ïîä÷èíÿ-
þòñÿ îïðåäåëåííîìó çàêîíó.

Ïîíÿòíî, çíà÷èò, x ìîæíî áðàòü ëþáîå, à y âû-

÷èñëÿòü ïî ôîðìóëå.

Íåîáÿçàòåëüíî. Çíàÿ y, ìîæíî íàéòè äëÿ íåãî ïîä-
õîäÿùåå x, îáðàùàþùåå óðàâíåíèå â âåðíîå ÷èñëîâîå
ðàâåíñòâî. Ðåøàÿ óðàâíåíèå ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè,
ìû ïûòàåìñÿ óñòàíîâèòü çàêîí, êîòîðûé ñâÿçûâàåò
èõ.

À âñåãäà ëè ýòîò çàêîí ñóùåñòâóåò? x + y = x + y.
Çäåñü ÿ íå ïðîìàõíóñü, çàïèñàâ x Ý R, y Ý R. Êðàñî-

òà! Áåðè x — ëþáîå, áåðè y — ëþáîå, è âñå ïîëó÷àåò-

ñÿ. Ñâîáîäà! x è y ñâîáîäíû äðóã îò äðóãà, ìåæäó èõ

çíà÷åíèÿìè íåò ñâÿçè. Âîò áû òàêèõ óðàâíåíèé

ïîáîëüøå íà óðîêàõ ïðåäëàãàëè! Íî, êàæåòñÿ, ýòè

óðàâíåíèÿ èìåþò è äðóãîå íàçâàíèå...
À áûâàåò ëè òàê, ÷òî äëÿ îäíîé íåèçâåñòíîé

âåëè÷èíû çàêîí ïèñàí, à äëÿ äðóãîé — íåò?

Ðàññìîòðè óðàâíåíèå

(x + 1)((y + 1)(y – 1) – y2) = 0.

Êàê òàì ãîâîðèëîñü íà êðóæêå? Ðàñêðîþ ñêîáêè.
ß ïîëó÷àþ ðàâíîñèëüíîå óðàâíåíèå (x + 1)æ(–1) = 0.
(Êðàñèâîå ñëîâî — ðàâíîñèëüíîñòü, òàì åùå ïðîèç-

íîñèëè ñëîâî «òðàíçèòèâíîñòü»: íàäî êàê-òî ïåðå-

íåñòè çàíÿòèÿ ïî òàíöàì, à òî ÿ ïîñåùàþ òîëüêî

ïîëîâèíó çàíÿòèé êðóæêà è íå âñå ïîíèìàþ.) À ãäå

æå y? Îêàçûâàåòñÿ, ðàâåíñòâî îò íåãî íå çàâèñèò,
y ìîæåò áûòü ëþáûì. ×òî æå ïîëó÷àåòñÿ? Ðåøåíè-

åì óðàâíåíèÿ áóäåò ëþáàÿ ïàðà ÷èñåë, â êîòîðîé

ïåðâîå ÷èñëî, ñîîòâåòñòâóþùåå x, ðàâíî –1. (–1; y —
ëþáîå), (–1; y Ý R), à ëó÷øå çàïèøåì òàê, êàê ðàíü-

øå: (–1; y), ãäå y Ý R.

Ïîïðîáóåì ïîäâåñòè ïåðâûå èòîãè. Óðàâíåíèÿ ñ
äâóìÿ «áóêâàìè» ìû óæå âñòðå÷àëè, ïðàâäà, íàçûâà-
ëè èõ óðàâíåíèÿìè ñ  äâóìÿ íåèçâåñòíûìè. Óïîðÿäî-
÷åííûå ïàðû çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ, ïðè ïîäñòàíîâêå
êîòîðûõ â óðàâíåíèå ìû ïîëó÷àåì âåðíîå ðàâåíñòâî,
íàçûâàþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ. Ðåøàÿ óðàâíåíèå
ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè, ìû ñòàðàëèñü íàéòè âñå òàêèå
âîçìîæíûå ïàðû èëè äîêàçàòü, ÷òî èõ âîîáùå íå ñó-
ùåñòâóåò.

È åùå îñòàåòñÿ ïðîáëåìà ïðåäñòàâëåíèÿ, ïðåäúÿâ-
ëåíèÿ ðåøåíèé, åñëè èõ î÷åíü ìíîãî èëè äàæå áåñêî-
íå÷íî ìíîãî.

Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøåå ëèíåéíîå óðàâíåíèå ñ äâó-
ìÿ íåèçâåñòíûìè:

x + 2y = 1. (1)

Â ýòîì óðàâíåíèè ïåðåìåííûå âåëè÷èíû x è y ñî-

âåðøåííî ðàâíîïðàâíû: x = 1 – 2y, à y = 
1

2

x−
.

Òîãäà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ — ïàðû çíà÷åíèé:

à) (1 – 2y; y), ãäå y Ý R;

á) 
1

;
2

x
x

− 
 
 

, ãäå x Ý R.

Ïàð çíà÷åíèé ïîäîáíîãî âèäà áåñêîíå÷íî ìíîãî, à
çàäàþò îíè è â ôîðìå à), è â ôîðìå á) îäíî è òî æå
ìíîæåñòâî ðåøåíèé.

Óïîðÿäî÷åííîé ïàðå çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ ìîæ-
íî ñîïîñòàâèòü êîîðäèíàòû íåêîòîðîé òî÷êè â äåêàð-
òîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, òîãäà êàæäîìó ðåøåíèþ
óðàâíåíèÿ (1) ñîîòâåòñòâóåò òî÷êà íà ýòîé êîîðäèíàò-
íîé ïëîñêîñòè. Âñ¸ æå ìíîæåñòâî ðåøåíèé çàäàåò
íåêîòîðóþ ïðÿìóþ íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè 0xy.

x

y
y =

0 1

1

1

2

x	

Ðèñ. 1

Çíà÷èò, åñëè ïåðåìåííûõ äâå, òî ðåøåíèé áåñêî-

íå÷íî ìíîãî?

Óðàâíåíèå ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè íåîáÿçàòåëüíî
äîëæíî èìåòü áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé; íàïðèìåð,
óðàâíåíèå x2 + y2 = 0 èìååò îäíî ðåøåíèå — ïàðó
çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ (0; 0), à óðàâíåíèå x2 + y2 = –1
âîîáùå ðåøåíèé â äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñëàõ íå èìååò.

Âñå ýòî ïðåêðàñíî, íî ïîêà ÷òî íàì íèãäå íå

âñòðå÷àëîñü çëîâðåäíîå ñëîâî «ïàðàìåòð». Äëÿ ÷åãî

èñïîëüçîâàòü åãî, êîãäà òàê ïðîñòî ñðàçó îáå ïåðå-

ìåííûå âåëè÷èíû íàçâàòü íåèçâåñòíûìè?

Îãðàíè÷èìñÿ ïðèñóòñòâèåì äâóõ áóêâ â çàïèñè
óðàâíåíèÿ. ×òî îçíà÷àåò ðàçäåëåíèå íà äâà êëàññà:
íåèçâåñòíàÿ âåëè÷èíà è ïàðàìåòð?

Äà çà÷åì èõ âîîáùå ðàçäåëÿòü?

Äàâàéòå ïîïðîáóåì ïîðàçìûøëÿòü. Âîò èçâåñòíûé

òåáå çàêîí Îìà: I = 
U

R
. ×òî èçìåíèòñÿ, åñëè òû åãî

çàïèøåøü â âèäå R = 
U

I
? ×åì îòëè÷àåòñÿ îäíà ôîðìà

ïðåäñòàâëåíèÿ çàêîíà îò äðóãîé? Ïåðâóþ ôîðìó çà-
ïèñè ìîæíî òðàêòîâàòü êàê çàâèñèìîñòü ñèëû òîêà
îò íàïðÿæåíèÿ è ñîïðîòèâëåíèÿ, à âòîðóþ — êàê çà-
âèñèìîñòü ñîïðîòèâëåíèÿ îò íàïðÿæåíèÿ è ñèëû òîêà.
Ñ òî÷êè çðåíèÿ ôèçèêè, èìåÿ ïðîâîäíèê íåêîòîðîãî
ñîïðîòèâëåíèÿ è ìåíÿÿ ïðèëîæåííîå ê íåìó íàïðÿ-
æåíèå, ìû èññëåäóåì ñèëó òîêà â ýëåêòðè÷åñêîé öåïè.
Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî R = const, ýòà ôîðìà çàïèñè
÷åòêî ðàçäåëÿåò ïåðåìåííûå: àðãóìåíò ôóíêöèè —
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íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ U, R — íåèçâåñòíîå, íî ïî-
ñòîÿííîå çíà÷åíèå, I = I(U). Ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà —
ñîïðîòèâëåíèå R â íàøåì ñëó÷àå íå çàâèñèò îò ñèëû
òîêà è ïðèëîæåííîãî íàïðÿæåíèÿ. Îäíàêî åñòü è áî-
ëåå ñëîæíûå ñèòóàöèè, êîãäà ñîïðîòèâëåíèå íåëèíåé-
íûõ ýëåìåíòîâ â ýëåêòðè÷åñêîé öåïè çàâèñèò îò ïðè-
ëîæåííîãî íàïðÿæåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, èññëåäîâà-
òåëü, èçó÷àÿ íåêîòîðóþ ïðîáëåìó, èùåò ñâÿçü ìåæäó
ôèçè÷åñêèìè âåëè÷èíàìè, îäíà èç êîòîðûõ ìåíÿåò-
ñÿ â õîäå ýêñïåðèìåíòà, à äðóãàÿ îò íåå çàâèñèò.

Êñòàòè, â êëàññè÷åñêîé ôèçèêå âåëè÷èíîé, êîòîðàÿ
ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìûì àðãóìåíòîì, áûëî âðåìÿ. È îñ-
íîâíîé çàäà÷åé ìåõàíèêè áûëî èçó÷åíèå äâèæåíèÿ îä-
íèõ òåë îòíîñèòåëüíî äðóãèõ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè.

Ïàðàìåòð — ýòî ôèêñèðîâàííîå, íî íåèçâåñòíîå
÷èñëî. Äëÿ ýòàïà ïðåäñòàâëåíèÿ ðåçóëüòàòà ïðèçíà-
íèå îäíîé âåëè÷èíû íåèçâåñòíîé ïåðåìåííîé, à äðó-
ãîé — ôèêñèðîâàííûì íåèçâåñòíûì ÷èñëîì ïîçâîëÿ-
åò ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ
ìû äîëæíû ðàçðåøèòü ïàðàìåòðó «íîñèòü ìàñêó íå-
èçâåñòíîñòè» áóêâàëüíî äî ïîñëåäíåãî ìãíîâåíèÿ, äî
îòâåòà. Êàê âèäíî íà ïðèìåðå äàæå ñàìûõ ïðîñòûõ
çàäàíèé, ìû îáû÷íî ðåøàåì ðàçëè÷íûå êëàññû çà-
äà÷, äåëàÿ ïðåäïîëîæåíèå î òîì, êàêèå çíà÷åíèÿ ìî-
æåò ïðèíèìàòü ïàðàìåòð. Ðåçóëüòàò æå íàøåé ðàáî-
òû ïîçâîëÿåò äëÿ ëþáîãî äîïóñòèìîãî çíà÷åíèÿ ïà-
ðàìåòðà âûáðàòü ñðåäè èññëåäîâàííûõ êëàññîâ çàäà÷
òó, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò âûáðàííîìó ÷èñëîâîìó çíà÷å-
íèþ ïàðàìåòðà. Ìû äîëæíû ïîëó÷èòü íåèçâåñòíóþ
âåëè÷èíó èç óðàâíåíèÿ â âèäå íåêîòîðîãî âûðàæå-
íèÿ, âîçìîæíî ìíîãîçíà÷íîãî, êîòîðîå ìîæåò çàâè-
ñåòü îò ïàðàìåòðà. Åñëè ïàðàìåòð «ñáðàñûâàåò ìàñ-
êó», òî åñòü ìû ïðèïèñûâàåì åìó îïðåäåëåííîå ÷èñ-
ëåííîå çíà÷åíèå, òî ïðàâèëüíî çàïèñàííûé îòâåò ïî-
çâîëÿåò, ïðè ïîäñòàíîâêå ýòîãî ÷èñëåííîãî çíà÷åíèÿ
â ôîðìóëó, íàéòè ÷èñëîâîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ, òî
åñòü çíà÷åíèå íåèçâåñòíîé ïåðåìåííîé.

Âñïîìíþ çàïèñü íà äîñêå: (a + 1)æx = a2 – 1.
Åñòü ëè ïðàâèëî, êîòîðîå ïîçâîëÿåò îäíó âåëè-

÷èíó ñ÷èòàòü â ýòîì óðàâíåíèè íåèçâåñòíîé, à äðó-

ãóþ — ïàðàìåòðîì?

Êîãäà ðå÷ü èäåò î çàäà÷àõ, ïðåäëàãàåìûõ íà óðî-
êàõ ìàòåìàòèêè, âûáîð ÷àùå âñåãî îïðåäåëÿåòñÿ àâ-
òîðîì çàäà÷è, æåëàåìîé äëÿ íåãî ôîðìîé ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ ðåçóëüòàòà. Êñòàòè, åñëè ïîñìîòðåòü íà ôîðìó-
ëû, çàäàþùèå ôèçè÷åñêèå çàêîíû, òî ìû ìîæåì óâè-
äåòü ÷èñëî áóêâåííûõ îáîçíà÷åíèé, íàìíîãî ïðåâû-
øàþùåå äâà. Òàê ÷òî, ïî ñóòè, ìû èìååì äåëî ñ ðåøå-
íèåì çàäà÷è ñî ìíîãèìè ïåðåìåííûìè èëè ñ íåñêîëü-
êèìè çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðà.

Äàâàéòå ïîïðîáóåì ñûãðàòü â äâå ðàçëè÷íûå èãðû.
Ïðàâèëà 1-é èãðû: x — íåèçâåñòíîå, a — ïàðàìåòð;

ìû õîòèì óñòàíîâèòü çàêîí, ïîçâîëÿþùèé ïî çíà÷å-
íèþ a íàõîäèòü çíà÷åíèÿ x, ïðåâðàùàþùèå óðàâíå-
íèå â âåðíîå ðàâåíñòâî ïðè îäíîâðåìåííîé ïîäñòàíîâêå
â íåãî ÷èñëåííûõ çíà÷åíèé a è x. Ïåðåìåííàÿ x âõî-
äèò â óðàâíåíèå â ïåðâîé ñòåïåíè, îòíîñèòåëüíî x ýòî
óðàâíåíèå — ëèíåéíîå.

Ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü x â êà÷åñòâå íåèçâåñò-

íîãî ñîìíîæèòåëÿ â óðàâíåíèè íà äîñêå.

Âñåãäà ëè, çàäàâ ïðîèçâåäåíèå è îäèí èç ñîìíî-
æèòåëåé, ìû ìîæåì íàéòè äðóãîé? Óâû, íåò. Ïðåä-
ñòàâü, ÷òî òû ðåøàåøü óðàâíåíèÿ.

1. 2æx = 6, x = 3.
2. 0æx = 4 — íè îäíîãî x äëÿ îáðàùåíèÿ óðàâíå-

íèÿ â âåðíîå ðàâåíñòâî ïîäîáðàòü íå óäàåòñÿ.
3. 0æx = 0 — ëþáîå x îáðàùàåò óðàâíåíèå â âåð-

íîå ðàâåíñòâî.

Íî âåäü ó íàñ íåò ÷èñåë, à ñòîèò ëè ýòî íåïî-

íÿòíîå «ôèêñèðîâàííîå â ìàñêå» a.

À ìû íà åãî çàãàäî÷íîñòü è òàèíñòâåííîñòü äàåì
àäåêâàòíûé îòâåò, êàê áû óñòàíàâëèâàÿ ôèëüòðû,
ïðîõîäÿ ÷åðåç êîòîðûå ôèêñèðîâàííûé íåçíàêîìåö
ñîîáùàåò èíòåðåñóþùóþ íàñ èíôîðìàöèþ.

Âõîä äëÿ a + 1 = 0.

Ñþäà ìîæåò ïîïàñòü òîëüêî a = –1. Âî ÷òî ïðåâðà-
òèòñÿ óðàâíåíèå ïðè a = –1? 0æx = 0. Â íåãî ìîæíî
ïîäñòàâëÿòü ëþáîå x, ðàâåíñòâî ïðè ýòîì îñòàåòñÿ
âåðíûì.

Âõîä äëÿ a + 1 - 0.

Òàê êàê a + 1 - 0, òî äðîáü, îïðåäåëÿþùàÿ x:

x = 
2 1

1

a

a

−
+

 ñóùåñòâóåò. Òåïåðü ìîæíî ïîäóìàòü è íàä

òåì, êàê åå óïðîñòèòü: x = a – 1.
Ìû ãîòîâû òåïåðü ê òîìó, ÷òî a «ñêèíåò» ñâîþ

ìàñêó.
Îòâåò: åñëè a = –1, òî ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ ÿâëÿ-

åòñÿ ëþáîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî; åñëè a - –1, òî, çíàÿ
ýòî a, ìîæíî íàéòè çíà÷åíèå x, îáðàùàþùåå óðàâíå-
íèå â âåðíîå ðàâåíñòâî, ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé x = a – 1.

a

x

0 1

1

a = –1

x a= – 1

Ðèñ. 2

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîæíî íàãëÿäíî òðàêòî-
âàòü è ñ ïîìîùüþ ãðàôè÷åñêèõ ìåòîäîâ. Äàâàéòå ââå-
äåì êîîðäèíàòíóþ ïëîñêîñòü 0ax; îñü àáñöèññ — 0a,
îðäèíàò — 0x. Íà ýòîé ïëîñêîñòè óäîáíî èçîáðàçèòü
ëèíèè, ïîçâîëÿþùèå îïðåäåëÿòü ïî èçâåñòíîìó çíà-
÷åíèþ a óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèþ íåèçâåñòíûå
çíà÷åíèÿ x. Èìåííî ïî ýòîé ïðè÷èíå ìû âûáðàëè äëÿ
ïðåäñòàâëåíèÿ çíà÷åíèé a îñü àáñöèññ, à çíà÷åíèé
x — îñü îðäèíàò.
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Ó íàñ åñòü äâå çàâèñèìîñòè: x Ý R ïðè a = –1 è
x = a – 1 ïðè a Ý R, a - –1.

Òàê ñêîëüêî æå ó íàñ ðåøåíèé? Äâà èëè áåñêîíå÷-

íî ìíîãî?

Äëÿ îòâåòà íà ýòîò âîïðîñ ïîäóìàåì, ÷òî ñêðûâà-
åòñÿ çà ôîðìóëèðîâêîé, íàñ òåðçàþùåé: «Ñêîëüêî
ðåøåíèé èìååò óðàâíåíèå?» Ïóñòü ýòî áóäåò íàø «çíà-
êîìûé» (a + 1)x = a2 – 1. Ñêîëüêî îäíîâðåìåííî çíà-
÷åíèé a ìîæíî â íåãî ïîäñòàâëÿòü, ÷òîáû èñêàòü x?
Îòâåò ýëåìåíòàðíî ïðîñò: îäíî. À âîò ñêîëüêî ïðè ýòîì
a áóäåò ïîëó÷àòüñÿ óñòðàèâàþùèõ íàñ çíà÷åíèé x,
ñòîëüêî è áóäåò ðåøåíèé ó íàøåãî óðàâíåíèÿ. Èç
ðèñóíêà 2 ñëåäóåò, ÷òî ïðè ëþáîì a - –1 óðàâíåíèå
èìååò ðîâíî îäíî ðåøåíèå (îäíîìó çíà÷åíèþ a ñîîò-
âåòñòâóåò îäíî çíà÷åíèå x), à ïðè a = –1 ðåøåíèé
áåñêîíå÷íî ìíîãî (a = –1 ñîîòâåòñòâóåò ëþáîå äåé-
ñòâèòåëüíîå x).

Çà÷åì íà ïðÿìîé x = a – 1 èçîáðàæåíû ñòðåëî÷-

êè?

Îíè ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè a = –1 íà ýòîé ïðÿìîé
íàì â ïîèñêàõ x íàõîäèòüñÿ íåëüçÿ.

À íåëüçÿ ëè èõ çàìåíèòü ïðèâû÷íîé âûêîëîòîé

òî÷êîé?

Íåò, òàê êàê òîãäà ýòó òî÷êó ìû äîëæíû áóäåì
îòíåñòè è ê ïðÿìîé a = –1, à íà ýòîé ïðÿìîé çàïðåòà
x ïðèíèìàòü çíà÷åíèå –2 íåò.

Óñòàíàâëèâàåì ïðàâèëà 2-é èãðû: a — íåèçâåñò-
íàÿ ïåðåìåííàÿ, x — ïàðàìåòð.

Ìû õîòèì óñòàíîâèòü çàêîí, ïîçâîëÿþùèé ïî çíà-
÷åíèþ x íàõîäèòü çíà÷åíèÿ a, ïðåâðàùàþùèå óðàâ-
íåíèå â âåðíîå ðàâåíñòâî ïðè îäíîâðåìåííîé ïîäñòà-
íîâêå â íåãî ÷èñëåííûõ çíà÷åíèé a è x.

Íåèçâåñòíàÿ ïåðåìåííàÿ a âõîäèò â óðàâíåíèå âî
âòîðîé ñòåïåíè, îòíîñèòåëüíî a ýòî óðàâíåíèå — êâàä-

ðàòíîå. Ïðåîáðàçîâàâ åãî ê âèäó 
2

2

x
a

 − 
 

 = 
2

1
2

x + 
 

,

ïîëó÷àåì a
1
 = –1, a

2
 = x + 1. Ðåøåíèå a

1
 óðàâíåíèÿ

íå çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà x, à ðåøåíèå a
2

ïîëó÷àåòñÿ ðàçëè÷íûì äëÿ ðàçëè÷íûõ x.

Ìû ãîòîâû ñôîðìóëèðîâàòü îòâåò: äëÿ âñåõ äåé-

ñòâèòåëüíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà x, âõîäÿùèõ â

óðàâíåíèå, åãî ðåøåíèÿìè áóäóò äâà çíà÷åíèÿ: a
1
 = –1,

a
2
 = x + 1, òî åñòü êàæäîìó çíà÷åíèþ ïàðàìåòðà x

ñîîòâåòñòâóþò äâà ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿ a, ïðåâðà-

ùàþùèõ óðàâíåíèå â âåðíîå ðàâåíñòâî.

Íåò ëè íåòî÷íîñòè â íàøåì îòâåòå?

Åñòü. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè x = –2  a
1
 = a

2
.

Ïðåäñòàâèì ðåçóëüòàòû 2-é èãðû íà êîîðäèíàò-
íîé ïëîñêîñòè 0xa; ïî îñè àáñöèññ îòêëàäûâàåì çíà-

÷åíèÿ ïàðàìåòðà x, ïî îñè îðäèíàò — çíà÷åíèÿ ïåðå-
ìåííîé âåëè÷èíû a.

0 1

1
–2

x

a

a = –1

a x= + 1

Ðèñ. 3

Äëÿ êàæäîãî x - –2 ñóùåñòâóþò äâà çíà÷åíèÿ a,
êîòîðûå ïðè ïîäñòàíîâêå ñ ñîîòâåòñòâóþùèì x â èñ-
õîäíîå óðàâíåíèå îáðàùàþò åãî â âåðíîå ðàâåíñòâî;
çíà÷åíèþ x = –2 ñîîòâåòñòâóåò òîëüêî îäíî çíà÷åíèå
a = –1.

Íà ïåðâîå çíàêîìñòâî ñ ïàðàìåòðîì ïîòðà÷åíî
íåìàëî óñèëèé. Íî, âîçìîæíî, «ñîëüþòñÿ òûñÿ÷è
äîðîã â îäèí âåëèêèé ïóòü», à ïðåäëîæåííûå äëÿ
ñðàâíèòåëüíîãî àíàëèçà ðèñóíêè 2 è 3, òî÷íåå, ýëå-
ìåíòû ñèììåòðèè ýòèõ ðèñóíêîâ ïðè èçîáðàæåíèè
èõ â îäíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò äàäóò âîçìîæíîñòü
íà÷àòü ðàçãîâîð î òàêîì âàæíîì ïîíÿòèè â ìàòåìà-
òèêå, êàê îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ è óñëîâèÿ åå ñóùåñòâî-
âàíèÿ.

Ñîâåòû ïî óñòàíîâëåíèþ

äîáðûõ îòíîøåíèé ñ ïàðàìåòðàìè

1. Íå áîéñÿ «íåçíàêîìöà â ìàñêå».
2. Âñåãäà àíàëèçèðóé óñëîâèå ïîñòàâëåííîé çàäà-

÷è.
3. Ðàçëè÷àé ïàðàìåòð è íåèçâåñòíóþ âåëè÷èíó.
4. Ïîäóìàé î òîì, êòî â ïîñòàâëåííîé çàäà÷å îï-

ðåäåëÿåò ïðàâèëà «èãðû»: òû èëè àâòîð? Äî êàêîé
ñòåïåíè òû ñâîáîäåí â âûáîðå ñïîñîáà ðåøåíèÿ è ïðåä-
ñòàâëåíèÿ ðåçóëüòàòà?

5. Åñëè óñòàíîâëåíî, ÷òî â çàäà÷å èãðàåò ðîëü ïà-
ðàìåòðà, ïîñòàðàéñÿ ÷åðåç íåãî âûðàçèòü íåèçâåñòíóþ
âåëè÷èíó.

6. Îáðàùàéñÿ ñ ïàðàìåòðîì äåëèêàòíî, ïðîâåðÿé
âîçìîæíîñòü ñîâåðøåíèÿ òåõ èëè èíûõ äåéñòâèé.

7. Ó÷èñü ïðîâîäèòü ðàçâåòâëåíèÿ â õîäå ðåøåíèÿ
çàäà÷è, êà÷åñòâåííî èçìåíÿþùèå åãî â çàâèñèìîñòè
îò âîçìîæíûõ ÷èñëåííûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà. Ïðåä-
ëàãàé èñïûòàíèÿ äëÿ ïàðàìåòðà, çàñòàâëÿþùèå åãî
«ñíèìàòü ìàñêó».

8. Ñòàðàéñÿ ïðèâëåêàòü ãðàôèêè äëÿ ïîëó÷åíèÿ
ðåøåíèÿ è èíòåðïðåòàöèè ðåçóëüòàòîâ.

9. Ïðèâûêàé ê èñïîëüçîâàíèþ êîîðäèíàòíîé ïëîñ-
êîñòè, â êîòîðîé ïî îñè àáñöèññ îòêëàäûâàåòñÿ ïàðà-
ìåòð, à ïî îñè îðäèíàò — íåèçâåñòíàÿ ïåðåìåííàÿ.

10. Îñîáîå âíèìàíèå óäåëÿé ïðåäñòàâëåíèþ îòâå-
òà, îí ìîæåò áûòü îáúåìíåå ðåøåíèÿ.

11. Íå èçáåãàé âñòðå÷ ñ ïàðàìåòðîì, íå ïàñóé ïå-
ðåä òðóäíîñòÿìè. Ñàìîå èíòåðåñíîå ìîæåò ñêðûâàòü-
ñÿ çà òðóäíî îòêðûâàåìûìè äâåðÿìè.
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Â ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè ìîæíî âñòðåòèòü î÷åíü
ìíîãî çàäà÷, ðåøåíèå êîòîðûõ îñíîâàíî íà ñëåäóþ-
ùåì ñâîéñòâå óãëîâ, âïèñàííûõ â îêðóæíîñòü.

Òåîðåìà 1. Óãîë, âïèñàííûé â íåêîòîðóþ îêðóæ-
íîñòü, ðàâåí ïîëîâèíå öåíòðàëüíîãî óãëà òîé æå îê-
ðóæíîñòè, îïèðàþùåãîñÿ íà ñîîòâåòñòâóþùóþ äóãó
(ðèñ. 1).

A

B

C

O

Ðèñ. 1

Ýòî ïðîñòîå óòâåðæäåíèå, äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîãî
ìîæíî íàéòè â ëþáîì ó÷åáíèêå, ÷ðåçâû÷àéíî âàæíî
äëÿ âñåãî êóðñà ãåîìåòðèè. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî çíà÷è-
òåëüíàÿ ÷àñòü òåîðåì øêîëüíîé (è íå òîëüêî øêîëü-
íîé) ïëàíèìåòðèè îñíîâàíà íà äàëåêèõ ñëåäñòâèÿõ
ýòîãî ôàêòà1. Ìû íà÷íåì íàø ðàññêàç ñ ñàìûõ ïðî-
ñòûõ èç íèõ è ïîñòàðàåìñÿ ââåñòè ÷èòàòåëÿ â êðóã èäåé
è ìåòîäîâ, èñïîëüçóåìûõ ïðè äîêàçàòåëüñòâå íàèáî-
ëåå ñëîæíûõ óòâåðæäåíèé ïëàíèìåòðèè. Äëÿ íà÷àëà
îòìåòèì äâà î÷åâèäíûõ ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû 1.

Ñëåäñòâèå 1. Äâà âïèñàííûõ óãëà, îïèðàþùèåñÿ
íà ðàâíûå äóãè, ðàâíû ìåæäó ñîáîé. Â ÷àñòíîñòè, äâà
âïèñàííûõ óãëà, îïèðàþùèåñÿ íà îäíó è òó æå äóãó,
ðàâíû (F BAD è F BCD íà ðèñ. 2). Óãëû, îïèðàþùè-
åñÿ íà äîïîëíèòåëüíûå äóãè (F BAD è F BED íà
ðèñ. 2), â ñóììå ðàâíû 180°.

A

B

E

D

C

Ðèñ. 2

Ñëåäñòâèå 2. Ãèïîòåíóçà ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëü-
íèêà ÿâëÿåòñÿ äèàìåòðîì îêðóæíîñòè, îïèñàííîé
îêîëî ýòîãî òðåóãîëüíèêà. Òàêèì îáðàçîì, öåíòðîì

ýòîé îêðóæíîñòè ñëóæèò ñåðåäèíà ãèïîòåíóçû, à åå
ðàäèóñ ðàâåí ïîëîâèíå ãèïîòåíóçû (ðèñ. 3).

A

B

C

O

Ðèñ. 3

Óæå ýòèõ äâóõ ñëåäñòâèé áûâàåò äîñòàòî÷íî, ÷òî-
áû ðåøàòü ìíîãèå èíòåðåñíûå çàäà÷è. Ðàññìîòðèì,
íàïðèìåð, ñëåäóþùóþ.

Çàäà÷à 1. Òðè ïðÿìûå íà ïëîñêîñòè ïåðåñåêàþòñÿ
â îäíîé òî÷êå òàêèì îáðàçîì, ÷òî âñå ïîïàðíûå óãëû
ìåæäó íèìè ðàâíû ìåæäó ñîáîé (è, çíà÷èò, ðàâíû 60°).
Èç òî÷êè M, íå ëåæàùåé íè íà îäíîé èç ýòèõ ïðÿìûõ,
îïóùåíû ïåðïåíäèêóëÿðû íà ýòè ïðÿìûå. Äîêàçàòü,
÷òî òðåóãîëüíèê, âåðøèíàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ îñíî-
âàíèÿ ýòèõ ïåðïåíäèêóëÿðîâ, ïðàâèëüíûé.

Ðåøåíèå. Ïóñòü òî÷êè A, B è C — îñíîâàíèÿ îïó-
ùåííûõ èç M ïåðïåíäèêóëÿðîâ, à O — òî÷êà ïåðåñå-
÷åíèÿ ïðÿìûõ. Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèêè OAM, OBM

è OCM. Ýòî ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè (F OAM =
= F OBM = F OCM = 90°) ñ îáùåé ãèïîòåíóçîé OM.
Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 2 ýòî çíà÷èò, ÷òî îïèñàííûå îê-
ðóæíîñòè ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ ñîâïàäàþò. Òàêèì îá-
ðàçîì, âñå îòìå÷åííûå òî÷êè (O, M, A, B è C) ëåæàò
íà îäíîé îêðóæíîñòè (ðèñ. 4). Ðàññìîòðèì òåïåðü óãëû
AOC è ABC. Èç ñäåëàííîãî çàìå÷àíèÿ ñëåäóåò, ÷òî
ýòè óãëû âïèñàíû â îäíó è òó æå îêðóæíîñòü è îïè-
ðàþòñÿ íà îäíó è òó æå äóãó AC. Çíà÷èò (ñëåäñòâèå 1),
îíè ðàâíû: F ABC = F AOC = 60°. Àíàëîãè÷íûì îá-
ðàçîì íàõîäèì, ÷òî F CAB = F COB = 60°. Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî óãîë ACB òàêæå ðàâåí 60°, òî åñòü òðå-
óãîëüíèê ABC — ïðàâèëüíûé.

A

M

C

B

O

Ðèñ. 4

Ã. ØÀÐÛÃÈÍ,

Ìîñêâà

Âïèñàííûå ÷åòûðåõóãîëüíèêè

1 Â êà÷åñòâå äðóãîãî, íå ìåíåå âàæíîãî èñòî÷íèêà ãåî-
ìåòðè÷åñêèõ èäåé ìû áû íàçâàëè òåîðèþ ïîäîáèÿ.
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Êëþ÷åâîé ïóíêò ïðèâåäåííîãî ðåøåíèÿ — òî ìåñ-
òî, ãäå íà îñíîâàíèè ñëåäñòâèÿ 2 ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî
íåêîòîðûå òî÷êè ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè, ïîýòî-
ìó îáðàçîâàííûå èìè óãëû ÿâëÿþòñÿ âïèñàííûìè â
îäíó è òó æå îêðóæíîñòü, à çíà÷èò, ýòè óãëû ðàâíû.
Ýòî çàìå÷àíèå — ïðîñòåéøèé ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ
ìåòîäà âñïîìîãàòåëüíîé îêðóæíîñòè. Ïîëåçíî ñôîð-
ìóëèðîâàòü íàøå íàáëþäåíèå â îáùåì âèäå îòäåëü-
íî.

Òåîðåìà 2. Åñëè óãëû ABC è ADC — ïðÿìûå, òî
òî÷êè A, B, C è D ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.

Âîò åùå îäèí ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ ýòîãî ôàê-
òà. Âñåì õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî âûñîòû ëþáîãî òðå-
óãîëüíèêà ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå. Äîêàçàòåëü-
ñòâî ýòîé òåîðåìû, êîòîðîå îáû÷íî ïðèâîäèòñÿ â
øêîëüíûõ ó÷åáíèêàõ, îñíîâàíî íà íåòðèâèàëüíîì
äîïîëíèòåëüíîì ïîñòðîåíèè. Ìåæäó òåì ñóùåñòâóåò
îãðîìíîå êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ äîêàçàòåëüñòâ ýòî-
ãî ôàêòà, èñïîëüçóþùèõ ñàìûå ðàçíûå ãåîìåòðè÷å-
ñêèå ìåòîäû.

Ìû ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî, èñïîëüçóþùåå ðàç-
âèòûå âûøå èäåè. Èòàê, ðåøèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó.

Çàäà÷à 2. Äîêàçàòü, ÷òî âûñîòû òðåóãîëüíèêà ïå-
ðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

Ðåøåíèå. Äëÿ ïðîñòîòû ðàññìîòðèì òîëüêî ñëó-
÷àé îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà. Îäíàêî ïðèâåäåí-
íûå ðàññóæäåíèÿ ëåãêî ïåðåíåñòè è íà ñëó÷àé òóïî-
óãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà, äëÿ ýòîãî ïîòðåáóåòñÿ ëèøü
èçìåíèòü ïîðÿäîê áóêâ â íåêîòîðûõ îáîçíà÷åíèÿõ.
Ñäåëàòü ýòî ìû ïðåäëàãàåì ÷èòàòåëþ.

Èòàê, ïóñòü ABC — òðåóãîëüíèê, AAR è BBR — âû-
ñîòû ýòîãî òðåóãîëüíèêà, îïóùåííûå èç åãî âåðøèí
A è B. Ïóñòü H — òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îòðåçêîâ AAR è
BBR (ðèñ. 5). Óòâåðæäåíèå òåîðåìû ýêâèâàëåíòíî òîìó,
÷òî ïðÿìàÿ CH ïåðïåíäèêóëÿðíà AB. Èìåííî ýòî ìû
è áóäåì äîêàçûâàòü.

B

AR

C

BR

A
CR

H

Ðèñ. 5

Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèêè AARB è BBRA. Îíè èìå-
þò îáùóþ ãèïîòåíóçó AB. Ïî äîêàçàííîìó òî÷êè A,
B, AR è BR ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè, ïðè÷åì F ARBRB =
= F ARAB (ýòè óãëû îïèðàþòñÿ íà îäíó è òó æå äóãó
ARB). Ïðèìåíèâ òåïåðü òå æå ñîîáðàæåíèÿ ê òðåóãîëü-
íèêàì HARC è HBRC, ïîëó÷èì, ÷òî F HCAR = F HBRAR =
= F BBRAR, ñëåäîâàòåëüíî, F HCB = F ARAB.

Ïóñòü CR — òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ CH è AB.
Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèêè CCRB è AARB. Îíè èìåþò
îáùèé óãîë (F B). Ïðè ýòîì óãëû CRCB è ARAB, êàê
ìû äîêàçàëè âûøå, ðàâíû. Ñëåäîâàòåëüíî, îñòàâøèå-
ñÿ óãëû ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ òîæå ðàâíû:

F BCRC = F AARB = 90°.

Òåîðåìó 2 ìîæíî íàçâàòü ïðèçíàêîì âïèñàííîãî

÷åòûðåõóãîëüíèêà: îíà ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü, êîãäà
÷åòûðå òî÷êè ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè. Íàäåþñü,
âû óæå óáåäèëèñü â èñêëþ÷èòåëüíîé ïîëåçíîñòè ýòîé
òåîðåìû. Íî ýòî äàëåêî íå åäèíñòâåííàÿ òåîðåìà ïî-
äîáíîãî ðîäà. Ñóùåñòâóåò ìíîãî èíûõ ïîëåçíûõ ïðè-
çíàêîâ, îñíîâàííûõ íà ñðàâíåíèè óãëîâ, îáðàçîâàí-
íûõ ïðÿìûìè, ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç óêàçàííûå òî÷-
êè, äëèí îòðåçêîâ, ñîåäèíÿþùèõ òî÷êè, è äðóãèõ
ýëåìåíòîâ ÷åòûðåõóãîëüíèêà.

Äîêàæåì òåïåðü ñëåäóþùåå îáîáùåíèå òåîðåìû 2.
Òåîðåìà 3. Òî÷êè A, B, C è D ëåæàò íà îäíîé îê-

ðóæíîñòè, åñëè è òîëüêî åñëè âûïîëíåíî ëþáîå èç
äâóõ ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé:

•  òî÷êè B è C ëåæàò ïî îäíó ñòîðîíó îò ïðÿìîé
AD, è âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

F ABD = F ACD (1)
(èíûìè ñëîâàìè, óãëû, îïèðàþùèåñÿ íà îäèí îòðå-
çîê, ðàâíû);

•  òî÷êè B è D ëåæàò ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ïðÿìîé
AC, è ïðè ýòîì

F ABC + F ADC = 180° (2)
(òî åñòü ñóììà ïðîòèâîïîëîæíûõ óãëîâ ÷åòûðåõ-
óãîëüíèêà ðàâíà 180°).

Òåîðåìà 3 — ñàìûé èçâåñòíûé èç ñóùåñòâóþùèõ
ïðèçíàêîâ âïèñàííîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà. Îòìåòèì,
÷òî òåîðåìà 2 ÿâëÿåòñÿ åå ÷àñòíûì ñëó÷àåì. Â ñàìîì
äåëå, åñëè B è D ëåæàò ïî îäíó ñòîðîíó îò AC, òî
ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ðàâíûå óãëû ABC è ADC îïèðàþòñÿ
íà îòðåçîê AC. Åñëè æå ýòè òî÷êè ëåæàò ïî ðàçíûå
ñòîðîíû îò AC, òî ïðîòèâîïîëîæíûå óãëû ABC è ADC

÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD ðàâíû ïî 90°, è èõ ñóììà —
180°.

Êàê è ó âñåõ òåîðåì ãåîìåòðèè, ó òåîðåìû 3 åñòü
ìíîæåñòâî äîêàçàòåëüñòâ. Ìû ïðèâåäåì äâà èç íèõ
(åùå îäíî âîçìîæíîå äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî íàéòè
ñàìîñòîÿòåëüíî ñ ïîìîùüþ çàäà÷è 6, ñì. íèæå). Ïåð-
âîå èç äîêàçàòåëüñòâ — íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííîå,
åãî ìîæíî íàéòè â áîëüøèíñòâå êóðñîâ ýëåìåíòàðíîé
ãåîìåòðèè.

Ïåðâîå äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè òî÷-
êè A, B, C è D ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè, ðàâåí-
ñòâà âûïîëíåíû (ýòî ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç ñëåä-
ñòâèÿ 1). Òàêèì îáðàçîì, íàäî äîêàçàòü ëèøü îáðàò-
íîå óòâåðæäåíèå: åñëè âûïîëíåíî ëþáîå èç ðàâåíñòâ
(1), (2), òî ÷åòûðå óêàçàííûå òî÷êè ëåæàò íà îäíîé
îêðóæíîñòè.

A

B

CR

C

D

Ðèñ. 6
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ òî÷åê A, B, C, D âûïîëíÿ-
åòñÿ ðàâåíñòâî (1). Îïèøåì îêðóæíîñòü îêîëî òðå-
óãîëüíèêà ABD. Åñëè òî÷êà C ëåæèò íà íåé, òî óòâåð-
æäåíèå òåîðåìû âûïîëíåíî. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îáî-
çíà÷èì òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé îêðóæíîñòè ñ ïðÿìîé
AC áóêâîé CR. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òî÷êà CR ëåæèò ìåæäó
A è C (ðèñ. 6). Åñëè òî÷êà C ëåæèò ìåæäó A è CR,
äîêàçàòåëüñòâî íå èçìåíèòñÿ.

Ðàññìîòðèì ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCRD. Âñå ÷åòûðå
åãî âåðøèíû ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè, ïîýòîìó
äëÿ íèõ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (1): F ABD = F ACRD.
Íî ñîãëàñíî óñëîâèþ F ABD = F ACD, ñëåäîâàòåëü-
íî, F ACD = F ACRD. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî AC C ACR,
÷åãî íå ìîæåò áûòü.

Ïðåäëàãàåì ÷èòàòåëþ ñàìîñòîÿòåëüíî óáåäèòüñÿ,
÷òî åñëè âìåñòî ðàâåíñòâà (1) äëÿ òî÷åê A, B, C è D
âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (2), òî äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî
(ðèñ. 7).

A

B
CR

C

D

Ðèñ. 7

Òàêîå èëè ïî÷òè òàêîå äîêàçàòåëüñòâî äîëæíî
ïðèõîäèòü íà óì ëþáîìó ó÷åíèêó ñðåäíåé øêîëû. Â
òî æå âðåìÿ äîêàçàòåëüñòâî, êîòîðîå ìû ïðåäëîæèì
òåïåðü, — âåñüìà ýëåãàíòíî è öåííî ñêîðåå ñâîèì èçÿ-
ùåñòâîì, íåæåëè ïðàêòè÷åñêèìè ñëåäñòâèÿìè2.

C

D

N

M

A

B

K

L

O

Ðèñ. 8

Âòîðîå äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äëÿ òî÷åê A, B, C
è D âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (1). Îáîçíà÷èì áóêâîé K
òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ îòðåçêîâ BD è AC (ðèñ. 8). Ïðåæ-

äå âñåãî çàìåòèì, ÷òî èç ðàâåíñòâà óãëîâ ABD è ACD

ñëåäóåò ðàâåíñòâî óãëîâ BAC è BDC (äîñòàòî÷íî ðàñ-
ñìîòðåòü òðåóãîëüíèêè AKB è DKC ñ âåðòèêàëüíûìè
óãëàìè: F AKB = F DKC).

Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè F ABD > F BAC. Ïðî-
âåäåì èç òî÷êè B ëó÷ BL (òî÷êà L ëåæèò íà AC) òàê,
÷òî F ABL = F BAC, à èç òî÷êè D — ëó÷ DM (M —
òî÷êà íà AC) òàê, ÷òî F MDC = F ACD. Ïóñòü N —
òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ëó÷åé BL è DM (äëÿ îïðåäåëåííî-
ñòè ìû ñ÷èòàåì, ÷òî L ëåæèò ìåæäó B è N). Òîãäà

F DBL = F ABD – F ABL = F ACD – F BAC  =

= F MDC – F BDC  = F BDM.

Òàêèì îáðàçîì, âñëåäñòâèå ðàâåíñòâà óãëîâ îáðà-
çîâàëîñü òðè ðàâíîáåäðåííûõ òðåóãîëüíèêà: ALB,
BND è CMD (ñì. ðèñ. 8). Ñëåäîâàòåëüíî, ñåðåäèííûå
ïåðïåíäèêóëÿðû ê îòðåçêàì AB, BD è CD ÿâëÿþòñÿ
îäíîâðåìåííî áèññåêòðèñàìè óãëîâ ALB, BND è CMD.
Íî ýòè óãëû ÿâëÿþòñÿ âíåøíèìè (F BND è F ALB =
= F CLN) è âíóòðåííèì (F CMD = F LMN) óãëàìè
òðåóãîëüíèêà LMN. Ñëåäîâàòåëüíî, èõ áèññåêòðèñû
ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå — öåíòðå âíåâïèñàííîé
îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà LMN. Ýòà òî÷êà, áóäó÷è
îäíîâðåìåííî òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ ñåðåäèííûõ ïåð-
ïåíäèêóëÿðîâ, ðàâíîóäàëåíà îò âñåõ âåðøèí ÷åòûðåõ-
óãîëüíèêà ABCD è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì
îïèñàííîé îêðóæíîñòè ýòîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà.

B

C

D

L

M

A

N O

Ðèñ. 9

Ïóñòü òåïåðü âìåñòî ðàâåíñòâà (1) âûïîëíÿåòñÿ (2).
Çàìåòèì, ÷òî ðàç ñóììà óãëîâ ÷åòûðåõóãîëüíèêà ðàâ-
íà 360°, óñëîâèå (2) ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó

F ABC + F ADC = F BAD + F BCD.

Ïîëîæèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî F ABC > F BAD,
è ïåðåïèøåì ïðåäûäóùåå ðàâåíñòâî â âèäå:

F ABC – F BAD = F BCD – F ADC.

Òåïåðü äîñòàòî÷íî îòëîæèòü îò ïðÿìîé AB â òî÷êå
B óãîë, ðàâíûé F BAD, à îò CD â òî÷êå C — óãîë,
ðàâíûé F ADC (ðèñ. 9). Ìû îïÿòü ïîëó÷èì òðè ðàâíî-
áåäðåííûõ òðåóãîëüíèêà, òîëüêî íà ýòîò ðàç âñå áèñ-
ñåêòðèñû óãëîâ ïðè âåðøèíàõ ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ áó-
äóò ÿâëÿòüñÿ áèññåêòðèñàìè âíóòðåííèõ óãëîâ ìàëåíü-
êîãî òðåóãîëüíèêà LMN. Èõ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ O áó-
äåò ðàâíîóäàëåíà îò òî÷åê A, B, C è D.

2 Äðóãèì äîñòîèíñòâîì ýòîãî äîêàçàòåëüñòâà ÿâëÿåòñÿ
âîçìîæíîñòü ïåðåíåñòè âòîðóþ åãî ÷àñòü íà ñôåðè÷åñêèå
÷åòûðåõóãîëüíèêè è ÷åòûðåõóãîëüíèêè íà ïëîñêîñòè Ëî-
áà÷åâñêîãî.
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Ïîäïèñêà íà ãàçåòó «Ìàòåìàòèêà» ïðèíèìàåòñÿ ïî êàòàëîãàì «Ðîñïå÷àòü» (ãàçåòû, æóðíàëû) è «Âñÿ ïðåññà». Èíäåêñ ïîäïèñêè: 32030

Äîêàçàííàÿ òåîðåìà, íåñìîòðÿ íà ñâîþ ïðîñòîòó
(à ìîæåò áûòü, è áëàãîäàðÿ åé), íàõîäèò ìíîãî÷èñ-
ëåííûå ïðèìåíåíèÿ â ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè. Ïðè-
âåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ.

Ñëåäóþùàÿ çàäà÷à âçÿòà èç êíèãè Ð.Ê. Ãîðäèíà
«Ïëàíèìåòðèÿ. Çàäà÷íèê, 7–9 êëàññû» (çàäà÷à 2.642).

Çàäà÷à 3. Â òðåóãîëüíèêå ABC óãîë A ðàâåí 60°.
×åðåç âåðøèíû B è C ïðîâåäåíû áèññåêòðèñû BD è
CE âíóòðåííèõ óãëîâ. Ïóñòü îòðåçêè BD è CE ïåðåñå-
êàþòñÿ â òî÷êå M. Òîãäà MD = ME.

Ðåøåíèå çàäà÷è îñíîâàíî íà ñëåäóþùåì ïðîñòîì
óòâåðæäåíèè, êîòîðîå îêàçûâàåòñÿ ïîëåçíûì âî ìíî-
ãèõ äðóãèõ ñëó÷àÿõ.

Ëåììà 1. Åñëè I — öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè

òðåóãîëüíèêà ABC, òî óãîë BIC ðàâåí 90° + 
2

A∠

(ðèñ. 10).

B C

A

I

90 +�
2

�

�

Ðèñ. 10

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ñóììà óãëîâ òðåóãîëü-
íèêà ðàâíà 180°, òî

2

A∠
 + 

2

B∠
 + 

2

C∠
 = 90°.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè
òðåóãîëüíèêà ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ áèññåêò-
ðèñ, ïîýòîìó

F BIC = 180° – 
2

B∠
 – 

2

C∠
 =

= 90° + 
2

A∠
 + 

2

B∠
 + 

2

C∠
 – 

2

B∠
 – 

2

C∠
 = 90° + 

2

A∠
.

Ðåøåíèå. Èç ëåììû ñëåäóåò, ÷òî

F EMD = F BMC = 90° + 
1

2
F A = 90° + 30° = 120°.

Ñëåäîâàòåëüíî,

F DAE + F DME = 60° + 120° = 180°,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî òî÷êè D, A, E è M ëåæàò íà îä-
íîé îêðóæíîñòè (ðèñ. 11). Íî AM — áèññåêòðèñà, è,
çíà÷èò, õîðäû EM è DM, íà êîòîðûå îïèðàþòñÿ óãëû
EAM è DAM, ðàâíû.

B

E

A

D

C

M

Ðèñ. 11

Ñëåäóþùàÿ çàäà÷à — áîëåå ñëîæíûé è êðàñèâûé
ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ ðàçâèòûõ èäåé.

Çàäà÷à 4. Ïóñòü ABCD — âïèñàííûé ÷åòûðåõóãîëü-
íèê, I

1
, I

2
, I

3
 è I

4
 — öåíòðû âïèñàííûõ îêðóæíîñòåé

òðåóãîëüíèêîâ ABD, ABC, BCD è DAC ñîîòâåòñòâåí-
íî. Äîêàçàòü, ÷òî I

1
I

2
I

3
I

4
 — ïðÿìîóãîëüíèê.

Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è òîæå îñíîâàíî íà ëåììå 1.
Ïðèìåíèì åå ê òðåóãîëüíèêàì ABD è ACD èç óñëî-
âèÿ çàäà÷è (ðèñ. 12).

Ïîëó÷èì:

F AI
1
D = 90° + 

2

ABD∠
,  F AI

4
D = 90° + 

2

ACD∠
.

Íî óãëû ABD è ACD ðàâíû, êàê îïèðàþùèåñÿ íà
îäíó è òó æå äóãó â îêðóæíîñòè. Çíà÷èò, ñîãëàñíî
äîêàçàííîé òåîðåìå òî÷êè A, I

1
, I

4
 è D ëåæàò íà îä-

íîé îêðóæíîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî âûðàçèòü âå-
ëè÷èíó óãëà I

1
I

4
D ÷åðåç óãëû ÷åòûðåõóãîëüíèêà

ABCD:

F I
1
I

4
D = 180° – F I

1
AD = 180° – 

2

BAD∠
.

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì F DI
4
C = F DI

3
C, îòêóäà

F I
3
I

4
D = 180° – 

2

BCD∠
.

Òåïåðü íàõîäèì óãîë I
1
I

4
I

3
:

F I
1
I

4
I

3
 = 360° – F I

1
I

4
D – F I

3
I

4
D =

= 360° – 180
2

BAD∠ ° − 
 

 – 180
2

BCD∠ ° − 
 

 =

= 
2

BAD∠
 + 

2

BCD∠
 = 90°,

òàê êàê ñóììà ïðîòèâîïîëîæíûõ óãëîâ ÷åòûðåõóãîëü-
íèêà ABCD ðàâíà 180°. Òàêèì îáðàçîì æå ìîæíî
íàéòè îñòàëüíûå óãëû ÷åòûðåõóãîëüíèêà I

1
I

2
I

3
I

4
.

A

D

C

B

I4

I1 I2

I3

Ðèñ. 12

Äîêàçàííîå óòâåðæäåíèå èìååò íåñêîëüêî êðàñè-
âûõ ñëåäñòâèé.

Çàäà÷à 5. Ïóñòü ABCD — âïèñàííûé ÷åòûðåõóãîëü-
íèê. Òîãäà ñóììà ðàäèóñîâ îêðóæíîñòåé, âïèñàííûõ
â òðåóãîëüíèêè ABC è CDA ðàâíà ñóììå ðàäèóñîâ
îêðóæíîñòåé, âïèñàííûõ â òðåóãîëüíèêè DAB è BCD.
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íàì ïîíàäîáèòñÿ âñïîìîãàòåëü-
íîå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 2. Ïóñòü ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà ABC ðàâ-
íû a, b è c (ñòîðîíà a ëåæèò íàïðîòèâ âåðøèíû A è
ò.ä.). Òîãäà äëèíû îòðåçêîâ ñòîðîí òðåóãîëüíèêà îò
åãî âåðøèí äî òî÷åê êàñàíèÿ ñ âïèñàííîé îêðóæíî-
ñòüþ âûðàæàþòñÿ ôîðìóëàìè:

x = 
2

a b c+ −
,  y = 

2

a b c− +
,  z = 

2

a b c− + +

(ðèñ. 13).

A

z

K

y

B

y

L

x

C
xMz

Ðèñ. 13

×òîáû ïîëó÷èòü ýòè ôîðìóëû, äîñòàòî÷íî âñïîì-
íèòü, ÷òî îòðåçêè êàñàòåëüíûõ, ïðîâåäåííûõ ê îê-
ðóæíîñòè èç îäíîé òî÷êè, ðàâíû ìåæäó ñîáîé. Ïî-
ýòîìó ìîæíî ñîñòàâèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé

a = x + y,  b = x + z,  c = y + z,

èç êîòîðîé è ñëåäóåò ðåçóëüòàò.

Äîêàçàòåëüñòâî. ×òîáû òåïåðü äîêàçàòü óòâåðæ-
äåíèå î ñóììàõ ðàäèóñîâ îêðóæíîñòåé, îïóñòèì èç
öåíòðà I

1
 îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê ABC,

ïåðïåíäèêóëÿð I
1
Q íà äèàãîíàëü AC ÷åòûðåõóãîëü-

íèêà ABCD, à ÷åðåç òî÷êó I
3
 ïðîâåäåì ïðÿìóþ I

3
K,

ïàðàëëåëüíóþ AC (K — òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé ñ
ïðîäîëæåíèåì ïåðïåíäèêóëÿðà I

1
Q, ðèñ. 14,à). Àíà-

ëîãè÷íûå ïîñòðîåíèÿ ïðîäåëàåì äëÿ äèàãîíàëè BD è
öåíòðîâ I

2
, I

4
 (ðèñ. 14,á). Ó ïîëó÷åííûõ ïðÿìîóãîëü-

íûõ òðåóãîëüíèêîâ I
1
I

3
K è I

4
I

2
L ðàâíû ãèïîòåíóçû

(êàê äèàãîíàëè ïðÿìîóãîëüíèêà I
1
I

2
I

3
I

4
). Íàéäåì êà-

òåò I
3
K òðåóãîëüíèêà I

1
I

3
K (âûðàçèì åãî ÷åðåç ñòîðî-

íû ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD). Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî
I

3
K = PQ, ãäå P, Q — îñíîâàíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðîâ,

îïóùåííûõ èç I
3
 è I

1
 íà äèàãîíàëü AC.

B

C

D

A

Q
K

P
I3

I1

B

C

D

A

L

I4

I2

à) á)
Ðèñ. 14

Òî åñòü P è Q — òî÷êè êàñàíèÿ îòðåçêà AC ñ îê-
ðóæíîñòÿìè, âïèñàííûìè â òðåóãîëüíèêè ADC è ABC.

Ñîãëàñíî äîêàçàííîìó óòâåðæäåíèþ

PQ = | AQ – AP | = 
2 2

AB AC BC AC AB CD+ − + −
−  =

= 
| |

2

AB AD BC CD− − +
.

Ìû ïîñòàâèëè çíàê ìîäóëÿ, ÷òîáû ôîðìóëà îñòà-
âàëàñü âåðíîé è â ñëó÷àå èíîãî ðàñïîëîæåíèÿ òî÷åê
P è Q. Àíàëîãè÷íîå âû÷èñëåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî I

2
L

áóäåò ðàâíî òîìó æå ñàìîìó âûðàæåíèþ. Çíà÷èò,
I

3
K = I

2
L, ñëåäîâàòåëüíî, òðåóãîëüíèêè I

1
I

3
K è I

4
I

2
L

ðàâíû. Ïîýòîìó I
1
K = I

4
L. Íî ýòè îòðåçêè ðàâíû ñóì-

ìàì ðàäèóñîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ âïèñàííûõ êðóãîâ.
Ñëåäñòâèå. Ïóñòü A

1
A

2
...A

n
 — âïèñàííûé ìíîãî-

óãîëüíèê. Ïðîâåäåì n – 3 íåïåðåñåêàþùèåñÿ äèàãî-
íàëè ýòîãî ìíîãîóãîëüíèêà òàê, ÷òîáû îí îêàçàëñÿ
ðàçáèò íà òðåóãîëüíèêè. Òîãäà ñóììà ðàäèóñîâ âïè-
ñàííûõ îêðóæíîñòåé îáðàçîâàâøèõñÿ òðåóãîëüíèêîâ
ïîñòîÿííà, òî åñòü íå çàâèñèò îò âûáîðà ïðîâåäåííûõ
äèàãîíàëåé (ðèñ. 15, à è á).

à) á)

Ðèñ. 15

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ÿâëÿåòñÿ íå-
ñëîæíûì óïðàæíåíèåì, îñíîâàííûì íà òîëüêî ÷òî
äîêàçàííîé òåîðåìå, è ïðåäîñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ.
Îòìåòèì êñòàòè, ÷òî äàííîå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ
ïðèìåðîì òàê íàçûâàåìîãî ñàíãàêó, èëè ÿïîíñêîé
õðàìîâîé ãåîìåòðèè, — íàáîðà ãåîìåòðè÷åñêèõ óòâåð-
æäåíèé, çàïèñàííûõ, à ÷àùå ïðîñòî íàðèñîâàííûõ
íà îñîáûõ òàáëè÷êàõ, êîòîðûå õðàíèëèñü â ñèíòîèñò-
ñêèõ õðàìàõ â êà÷åñòâå ïîäíîøåíèé ìåñòíûì ÿïîí-
ñêèì áîæåñòâàì. Ïîäðîáíåå îá ýòîì ñïåöèôè÷åñêîì
âèäå ãåîìåòðè÷åñêèõ çíàíèé ìîæíî ïðî÷åñòü â ñòà-
òüå: Ùåòíèêîâ À. ßïîíñêàÿ õðàìîâàÿ ãåîìåòðèÿ//
Ìàòåìàòèêà, 2006, ¹ 17.

Êàê ìû âèäèì, ñóùåñòâîâàíèå îïèñàííîé îêðóæ-
íîñòè íàêëàäûâàåò ñåðüåçíûå îãðàíè÷åíèÿ íà ÷åòû-
ðåõóãîëüíèê. È òàêèõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé âå-
ëèêîå ìíîæåñòâî. Íåêîòîðûå èç íèõ ïîëåçíî èñïîëü-
çîâàòü äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷, äðóãèå — ïðîñòî êðàñèâû
ñàìè ïî ñåáå.

Âîò åùå îäèí ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ ïðèçíàêà
âïèñàííîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü ABCD — âûïóêëûé ÷åòûðåõ-
óãîëüíèê òàêîé, ÷òî ïðîäîëæåíèÿ åãî ïðîòèâîïîëîæ-
íûõ ñòîðîí ïåðåñåêàþòñÿ. Òîãäà îêðóæíîñòè, îïè-
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ñàííûå îêîëî ÷åòûðåõ òðåóãîëüíèêîâ, îáðàçîâàâøèõ-
ñÿ ïðè ïåðåñå÷åíèè ïðîäîëæåíèé ñòîðîí ÷åòûðåõ-
óãîëüíèêà ABCD, ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå. Ýòà
òî÷êà íàçûâàåòñÿ òî÷êîé Ìèêåëÿ ÷åòûðåõóãîëüíè-
êà ABCD.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè P è
Q — òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AB ñ CD è BC ñ AD

ñîîòâåòñòâåííî (B ëåæèò ìåæäó A è P, D — ìåæäó A
è Q, ñì. ðèñ. 16). Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî îêðóæíî-
ñòè, îïèñàííûå îêîëî òðåóãîëüíèêîâ APD, BPC, CQD

è AQB, ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå. Ïóñòü M — òî÷-
êà ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòåé, îïèñàííûõ îêîëî òðå-
óãîëüíèêîâ APD è AQB. Äîêàæåì, ÷òî äâå äðóãèå îê-
ðóæíîñòè ïðîõîäÿò ÷åðåç M.

A

B

P
M

Q

D

C

Ðèñ. 16

Ðàññìîòðèì äëÿ ýòîãî òðåóãîëüíèê BCP: óãîë ABC

ÿâëÿåòñÿ âíåøíèì óãëîì ýòîãî òðåóãîëüíèêà, ñëåäî-
âàòåëüíî, îí ðàâåí ñóììå äâóõ âíóòðåííèõ óãëîâ ñ
íèì íå ñìåæíûõ: F ABC = F BPC + F BCP, èëè, òàê
êàê óãëû DCQ è BCP ðàâíû êàê âåðòèêàëüíûå,

F DCQ = F BCP = F ABC – F BPC.

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî F ABQ = F AMQ, êàê îïèðà-
þùèåñÿ íà îäíó äóãó îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî
òðåóãîëüíèêà AQB. Àíàëîãè÷íî óñòàíàâëèâàåì ðàâåí-
ñòâî óãëîâ APD è AMD. Ñëåäîâàòåëüíî,

F DMQ = F AMQ – F AMD =

 F ABQ – F APD = F ABC – F BPC = F DCQ.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òî÷åê D, C, M è Q âûïîëíåíî
óñëîâèå ïåðâîé ÷àñòè òåîðåìû 3 (ðàâåíñòâî (1)). Ñëå-
äîâàòåëüíî, îíè ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè. Òàê êàê
÷åðåç òðè òî÷êè D, C è Q ìîæíî ïðîâåñòè åäèíñòâåí-
íóþ îêðóæíîñòü, óòâåðæäåíèå äîêàçàíî. Àíàëîãè÷íî
ïîëó÷àåì, ÷òî îêðóæíîñòü, îïèñàííàÿ îêîëî òðåóãîëü-
íèêà BCP, òîæå ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó M.

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

1. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò îñòðî-
óãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì îêðóæíîñ-
òè, âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè â îñíîâà-
íèÿõ âûñîò. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå àíàëîãè÷-
íóþ òåîðåìó äëÿ òóïîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ.

2. Íà îòðåçêå AB êàê íà äèàìåòðå ïîñòðîåíà îê-
ðóæíîñòü. ×åðåç òî÷êó M íà ïëîñêîñòè ïðîâåäåíû
ïðÿìûå AM è BM, ïåðåñåêàþùèå îêðóæíîñòü â òî÷-
êàõ K è L (îòëè÷íûõ îò A è B). Ïóñòü N — òî÷êà
ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AL è BK. Íàéäèòå óãîë ANB,
åñëè F AMB = α.

3. Â íåêîòîðîì òðåóãîëüíèêå òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ
âûñîò ëåæèò íà îäíîé îêðóæíîñòè ñ îñíîâàíèÿìè äâóõ
áèññåêòðèñ ñ âåðøèíàìè, èç êîòîðûõ âûõîäÿò óêàçàí-
íûå áèññåêòðèñû. Íàéäèòå óãëû ýòîãî òðåóãîëüíèêà.

4. Äîêàæèòå, ÷òî â ëþáîì òðåóãîëüíèêå îòíîøå-
íèå äëèíû ëþáîé ñòîðîíû ê ñèíóñó ïðîòèâîïîëîæíî-
ãî óãëà ðàâíî äèàìåòðó îïèñàííîé îêðóæíîñòè (îáîá-
ùåííàÿ òåîðåìà ñèíóñîâ). Èñïîëüçóéòå ýòî óòâåðæäå-
íèå äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3.

5. Ïóñòü òî÷êà N ëåæèò íà îêðóæíîñòè, îïèñàí-
íîé îêîëî òðåóãîëüíèêà ABC. Äîêàæèòå,
÷òî îñíîâàíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðîâ, îïóùåí-
íûõ èç N íà ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà ABC

(èëè èõ ïðîäîëæåíèÿ), ëåæàò íà îäíîé
ïðÿìîé (ýòà ïðÿìàÿ íàçûâàåòñÿ ïðÿìîé

Ñèìñîíà òî÷êè N îòíîñèòåëüíî òðåóãîëü-
íèêà ABC). Äîêàæèòå òàêæå, ÷òî âåðíî
îáðàòíîå óòâåðæäåíèå: åñëè îñíîâàíèÿ
ïåðïåíäèêóëÿðîâ, îïóùåííûõ èç òî÷êè N
íà ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà ABC (èëè èõ ïðî-
äîëæåíèÿ), ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, òî
òî÷êà N ëåæèò íà îêðóæíîñòè, îïèñàí-
íîé îêîëî ABC.

6. Äîêàæèòå, ÷òî ÷åòûðåõóãîëüíèê
ABCD (ñì. òåîðåìó 4) ÿâëÿåòñÿ âïèñàí-
íûì, åñëè è òîëüêî åñëè åãî òî÷êà Ìèêå-
ëÿ M ëåæèò íà îòðåçêå PQ.

7. Äîêàæèòå, ÷òî öåíòðû îêðóæíîñòåé,
óïîìÿíóòûõ â òåîðåìå 4, è òî÷êà Ìèêåëÿ
M ïðîèçâîëüíîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ëåæàò
íà îäíîé îêðóæíîñòè.

8. Äîêàæèòå, ÷òî ïëîùàäü âïèñàííîãî
÷åòûðåõóãîëüíèêà ìîæåò áûòü íàéäåíà ïî

Íå ñòðàøíû íàì äàæå äðîáè!

Àâòîð: Å.Å. Âîðîíîâà, øêîëà-èíòåðíàò, ã. Ëèïåöê

ÔÎÒÎ ÍÀ ÊÎÍÊÓÐÑ!
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ôîðìóëå Áðàõìàãóïòû: S = ( )( )( )( )p a p b p c p d− − − − ,

ãäå a, b, c è d — ñòîðîíû ÷åòûðåõóãîëüíèêà, à p = 
1

2
(a +

+ b + c + d) — åãî ïîëóïåðèìåòð.

Óêàçàíèÿ ê çàäà÷àì äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî

ðåøåíèÿ

1. Äîêàæèòå, ÷òî óãëû, îáðàçîâàííûå ñòîðîíîé
îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà è ïðèìûêàþùèìè ê íåé
îòðåçêàìè, ñîåäèíÿþùèìè îñíîâàíèÿ âûñîò òðåóãîëü-
íèêà, ðàâíû ìåæäó ñîáîé.

2. Çàìåòüòå, ÷òî òî÷êà N ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåñå-
÷åíèÿ âûñîò òðåóãîëüíèêà AMB.

3. Èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî óãëû, îáðàçî-
âàííûå ïðîâåäåííûìè áèññåêòðèñàìè è ñòîðîíàìè,
êîòîðûå îíè ïåðåñåêàþò, ðàâíû ìåæäó ñîáîé è ðàâ-
íû óãëó ìåæäó âûñîòàìè òðåóãîëüíèêà, ïðîâåäåííû-
ìè ê òåì æå ñòîðîíàì. Òåïåðü ìîæíî âûðàçèòü âñå
óïîìÿíóòûå óãëû ÷åðåç âåëè÷èíû óãëîâ òðåóãîëüíè-
êà è ðåøèòü ïîëó÷àþùèåñÿ óðàâíåíèÿ.

4. Ïðîâåäèòå ÷åðåç îäíó èç âåðøèí òðåóãîëüíèêà
äèàìåòð îïèñàííîé îêîëî ýòîãî òðåóãîëüíèêà îêðóæ-
íîñòè è ñîåäèíèòå îäíó èç îñòàâøèõñÿ âåðøèí òðå-
óãîëüíèêà ñ åãî îêîí÷àíèåì. Òåïåðü ñèíóñ óãëà òðå-
óãîëüíèêà ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç êàòåò è ãèïîòåíóçó
ïîëó÷èâøåãîñÿ ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà.

5. Ïóñòü K, L, M — îñíîâàíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðîâ,
îïóùåííûõ èç N íà AB, BC è AC ñîîòâåòñòâåííî
(ðèñ. 17). Äîêàæèòå, ÷òî óãîë KMA ðàâåí óãëó CML.
Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóéòåñü òåì, ÷òî, íàïðèìåð, òî÷êè
K, A, M è N ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè (Ïî÷åìó?),
êàê è òî÷êè M, L, C è N è ò.ï.

K

A

B

C

N

M

L

Ðèñ. 17

6. Âîñïîëüçóéòåñü âû÷èñëåíèÿìè óãëîâ, êîòîðûå
áûëè ïðîäåëàíû ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 4 è ïî-
êàæèòå, ÷òî F AMP + F AMQ = 180°, åñëè è òîëüêî
åñëè F BAD + F BCD = 180°.

7. Äîêàæèòå ñëåäóþùåå âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæ-
äåíèå.

Ïóñòü òî÷êè A, B è C ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, òî÷-
êà M — âíå ýòîé ïðÿìîé. Òîãäà öåíòðû îêðóæíîñòåé,
îïèñàííûõ îêîëî òðåóãîëüíèêîâ ABM, BCM è ACM,
è òî÷êà M ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.

Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóéòåñü òåîðåìîé, îáðàòíîé ê
òåîðåìå î ïðÿìîé Ñèìñîíà (çàäà÷à 5).

8. Èñïîëüçóéòå òåîðåìó êîñèíóñîâ, ÷òîáû âûðàçèòü
âåëè÷èíó êîñèíóñà îäíîãî èç óãëîâ ÷åòûðåõóãîëüíè-
êà ÷åðåç ñòîðîíû, çàäàþùèå ýòîò óãîë, è äèàãîíàëü.
Òàê êàê ïðîòèâîïîëîæíûé óãîë âïèñàííîãî ÷åòûðå-
õóãîëüíèêà äàåò â ñóììå ñ äàííûì 180°, òî ïîëó÷àåì
âîçìîæíîñòü èñêëþ÷èòü äèàãîíàëü èç ôîðìóëû.

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ãðàíòà Ïðåçèäåíòà ÐÔ
äëÿ ïîääåðæêè âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè

ÍØ-8004.2006.2

Óðîê çàùèòû äîìàøíåãî çàäàíèÿ
ñòû çàäà÷ âûâåøèâàþòñÿ â êëàññå. Ýòî íåñòàíäàðòíûå,
ñåðüåçíûå è êðàñèâûå çàäà÷è, ïðè ðåøåíèè êîòîðûõ
ó÷àùèåñÿ äîëæíû ïðèìåíèòü âñå ñâîè çíàíèÿ, óìåíèå
ëîãè÷åñêè ìûñëèòü. ×åðåç íåäåëþ ïîñëå ýòîãî íàçíà÷à-
þòñÿ «ñîëèñòû» — òå ó÷àùèåñÿ, êîòîðûì ïðåäñòîèò çà-
ùèùàòü ñâîè ðåøåíèÿ (÷àñòî ïî îäíîé çàäà÷å «ñîëèðó-
åò» íåñêîëüêî ðåáÿò). Âî âðåìÿ îïðîñà êëàññ ñëåäèò çà
ãðàìîòíîñòüþ èçëîæåíèÿ, äóìàåò íàä ðàçëè÷íûìè ñïî-
ñîáàìè ðåøåíèÿ çàäà÷è, âûáèðàåò íàèëó÷øèé. Êàæäàÿ
çàäà÷à ðåøàåòñÿ íåñêîëüêèìè ñïîñîáàìè, ëþáîé ó÷å-
íèê âïðàâå ïðåäëîæèòü ñâîé ñïîñîá ðåøåíèÿ, à êëàññ —
âûáðàòü ëó÷øèé. Âñå ó÷åíèêè, ïðèíÿâøèå ó÷àñòèå, ïî-
ëó÷àþò îòìåòêó. Â õîäå çàùèòû ðåøåíèé çàäà÷ ïðèâåò-
ñòâóåòñÿ è ïîîùðÿåòñÿ àêòèâíàÿ ïîçèöèÿ âñåõ ïðèñóò-
ñòâóþùèõ íà óðîêå: çàäàþòñÿ âîïðîñû âûñòóïàþùèì,
ïîäìå÷àþòñÿ îøèáêè è îãîâîðêè «ñîëèñòîâ», âûñëóøè-
âàþòñÿ äðóãèå ïîäõîäû ê ðåøåíèþ.

Ã. ÊÎËÓÏÀÅÂÀ

ñ. ×îÿ, Ðåñïóáëèêà Àëòàé

ÏÎËÅÇÍÛÅ ÑÎÂÅÒÛ

×òîáû íàó÷èòüñÿ ðåøàòü çàäà÷è — èõ íàäî ðåøàòü.
Çà òðè íåäåëè äî óðîêà çàùèòû äîìàøíåãî çàäàíèÿ òåê-
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óë. Êèåâñêàÿ, ä. 24, Ìîñêâà 121165.
Òåë./Ôàêñ: (499)249 3138
Îòäåë ðåêëàìû: (499)249 9870
Ðåäàêöèÿ ãàçåòû «Ìàòåìàòèêà»:
òåë.: (499)249 3460
E-mail: mat@1september.ru
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Øåô-ðåäàêòîð Ñ. Îñòðîâñêèé

Ãëàâíûé ðåäàêòîð Ë. Ðîñëîâà

Îòâåòñòâåííûé ñåêðåòàðü Ò. ×åðêàâñêàÿ

Ðåäàêòîðû Ï. Êàìàåâ, È. Áîêîâà, Â. Áóñåâ
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